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БАЗОВІ ВІСІМ СПІВВІДНОШЕНЬ ДЛЯ ШЕСТИ ВИДІВ РОЗВ�ЯЗКУ  

ОДНІЄЇ НЕПЕРЕРВНОЇ АНТАГОНІСТИЧНОЇ СТРОГО ВИПУКЛОЇ ГРИ 
 
Розв�язано одну неперервну антагоністичну строго випуклу гру, що має шість видів загального розв�язку. 

Показано, як отримані шість видів загального розв�язку визначаються вісьмома базовими співвідношеннями між 
коефіцієнтами ядра цієї гри. 

There has been solved a continuous antagonistic strictly convex game, which has the six types of the general solution. It 
has been shown, how the derived six types of the general solution are determined by the eight base relationships between the 
kernel coefficients of this game. 

 
Формулювання завдання дослідження 

В області ігрового моделювання та моделювання конфліктно-керованих техніко-економічних систем 
існує актуальна проблема знаходження усіх розв�язків  випукло-вгнутих неперервних антагоністичних ігор 
[1 � 7], у яких ядро ( ),H x y  у загальному виді задається на одиничному квадраті [ ] [ ]0; 1 0; 1HD X Y= × = × , де 

[ ]0; 1x X∈ =  та [ ]0; 1y Y∈ =  є чистими стратегіями першого та другого гравців відповідно. Значення гри 
позначатимемо optV , множини оптимальних стратегій першого та другого гравців позначатимемо  та  

відповідно. Визначимо  для неперервної антагоністичної строго випуклої гри з ядром 

( ) 2 2,H x y ax bx gxy hy k= + + + + ,                                                             (1) 
яке задається на одиничному квадраті HD , де 0a > , , і коефіцієнти b  та g  набувають ненульових 

значень. А оскільки гра є строго випуклою, то x X∀ ∈  та y Y∀ ∈  має виконуватись ( )2
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, тобто коефіцієнт 0h > . 

Повні розв�язки заданої строго випуклої неперервної антагоністичної гри 
1. 0a > , 0b > , 0g > . Максимум ядра (1) на сегменті X  по змінній x  є очевидним: 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )2 2 2max , max max 0, , 1, 1,
x X x X

H x y ax bx gxy hy k H y H y H y a b gy hy k
∈ ∈

= + + + + = = = + + + + .     (2) 

Мінімум параболи (2) на сегменті Y  також є очевидним, 
( ) ( ) ( ) ( )2

optmin max , min 1, min 1, 0
y Y y Y y Yx X

H x y H y a b gy hy k H a b k V
∈ ∈ ∈∈

= = + + + + = = + + = ,                    (3) 

причому він досягається у точці opt 0y y= = , а, точніше кажучи, на множині оптимальних чистих стратегій 

другого гравця { } { }opt opt0Y y= = , де . Множину оптимальних чистих стратегій першого гравця optX  

спочатку спробуємо визначати за коренями 1x  та 2x  квадратного рівняння [1, с. 169; 8, с. 126; 9, с. 108; 10 � 
19] 

( )opt opt,V H x y= .                                                                           (4) 
У поточному випадку маємо таке рівняння (4): 

( ) ( ) ( ) ( )2
opt opt1, 0 1 , 0 ,a bV H a b k ax bx k a x x a b k H x H x y

a
+ = = + + = + + = − + + + + = = 

 
.            (5) 

Коренями рівняння (5) є 1
a bx

a
+

= −  та 2 1x = . Але 1 0a bx
a
+

= − < , тому 1x X∉  та { } { }opt 2 1X x= = . Отже, у 

даному випадку  та розв�язок гри . 

2. 0a > , 0b > , 0g < . Матимемо 0a b gy+ + >  при a by
g
+

< − , тому максимум ядра (1) на сегменті X  

по змінній x  залежить від знаку виразу a b g+ + . 

2.1. 0a > , 0b > , 0g < ; . Оскільки ( ]0; 1a b
g
+

− ∈ , то максимумом ядра (1) на X  по 

змінній x  є 
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x X

a bH y H y H y a b gy hy k y
g

H x y
a bH y H y H y hy k y

g

∈

  +
= = + + + + ∈ −  

  = 
 + = = + ∈ −   

                (6) 

Для визначення мінімуму функції (6) на сегменті Y  необхідно спочатку знайти точку мінімуму miny  параболи 
(2), яка, в принципі, може належати сегменту Y . Перша похідна параболи (2) по змінній y  

( ) ( )21, 2d dH y a b gy hy k g hy
dy dy

= + + + + = +                                                    (7) 

перетворюється у нуль у точці min 2
gy
h

= − . Далі треба знати чи min 0;
2
g a by
h g

 +
= − ∈ − 

 
. Так як 0
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h

− >  та 
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2 2 2

h a b gg a b g a b
h g h g hg

+ − + +
− − − = − + = 

 
,                                                  (8) 

то min 0;
2
g a by
h g

 +
= − ∈ − 

 
 при ( ) 22 0h a b g+ − > . 

2.1.1. 0a > , 0b > , 0g < ; ; ( ) 22 0h a b g+ − > . Оскільки min 0; a by
g

 +
∈ − 
 

, то зауваживши, 

що 

( ) ( )
2 2 2

2
min min min 21, 1,

2 2 44
g g g gH y H a b gy h y k a b h k a b k
h h hh

 = − = + + + + = + − + + = + − + 
 

,              (9) 

( ) ( )2 2

min 21, 1, 1, 0,
2

a bg a b a b a bH y H H H h k h k
h g g g g

+     + + + = − < − = − = − + = +      
       

,              (10) 

знаходимо мінімум функції (6) на сегменті Y : 

( ) ( ) ( )
0; ; 1

min max , min min 1, , min 0,
y Y x X a b a by y

g g

H x y H y H y
∈ ∈    + +

∈ − ∈ −   
   

 
 = = 
  

 

( ) ( )minmin 1, , min 0, , 0, 1a bH y H H
g

   +  = − =   
     

 

2

optmin 1, , 0, 1,
2 2 4
g a b g gH H H a b k V
h g h h

  +    = − − = − = + − + =     
      

.                            (11) 

Мінімум (11) досягається на множині . Виписуємо рівняння (4): 

2 2 2
2

opt 21,
2 4 2 4
g g g gV H a b k ax bx x h k
h h h h

 = − = + − + = + − + + = 
 

 

( )
2 2

2
opt, ,

2 4 2
g g gax x b k H x H x y
h h h

   = + − + + = − =   
  

;                                          (12) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2
2 22 2 22 1 0

2 2 2 2 2
g h a b g h a b g h a bg bh gax x b a x x a x x

h h ah ah ah
   − + − + − +  −

+ − + = + + = − − =             
.   (13) 

Із (13) слідує, що коренями рівняння (12) є ( )2

1
2
2

g h a b
x

ah
− +

=  та 2 1x = . Але ( )2 2
0

2
g h a b

ah
− +

< , тому 1x X∉  та 

множина { } { }opt 2 1X x= = . Отже, у даному випадку множина  та розв�язок гри 

. 

2.1.2. 0a > , 0b > , 0g < ; ; . Так як , то зауваживши, що 

,                               (14) 

знаходимо мінімум функції (6) на сегменті Y , тобто мінімум 
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( ) ( )min min 1, 0 , 1, , min 0, , 0, 1a b a bH H H H
g g

       + +    = − − =       
           

 

( )2

opt2min 1, , 0, 1, 0,
a ba b a b a b a bH H H H h k V

g g g g g
  +       + + + + = − − = − = − = + =        
         

,            (15) 

котрий досягається на множині . Виписуємо рівняння (4): 

( ) ( )2 2
2

opt 2 21,
a b a ba b a bV H h k ax bx gx h k

g gg g
+ +   + +

= − = + = + + − + + =   
   

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
opt2 21 , ,

a b a b a bax bx ax bx h k ax x h k H x H x y
gg g

+ +  +
= + + − + + = − + + = − = 

 
.             (16) 

Коренями рівняння (16) є 1 0x =  та 2 1x = . Нехай ( )1P x  та ( )2P x  є імовірностями обирання чистих стратегій 
1

1 optx x=  та 2
2 optx x= , тобто , причому ( ) ( )1 2

opt opt 1P x P x+ = . Тоді вони 

задовольняють подвійній нерівності [1, с. 172; 17, с. 85] 
,               (17) 

де opty y≠ , та 1 1
optx x≠ , або 2 2

optx x≠ , або ( ) ( )1 1
optP x P x≠ . Тоді імовірності ( )1P x  та ( )2P x  можна визначити 

з правої нерівності (17). Маємо нерівність: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 20 1 1hy k P a b gy hy k P hy a b gy P k= + + + + + + = + + + + ;                            (18) 

.                     (19) 

Якщо 0a b gy+ + > , то a by
g
+

< − , ( )2a b gy a b+ − < + , ( ) ( )
2 2

2a b gy h a b
h

g g
+ − +

< , тому із (19) отримуємо 

.                                                   (20) 

Якщо ж 0a b gy+ + < , то a by
g
+

> − , ( )2a b gy a b+ − > + , ( ) ( )
2 2

2a b gy h a b
h

g g
+ − +

> , тому із (19) отримуємо 

.                                                  (21) 

Отож, імовірність ( )1P  визначається як перетин сегментів у правих частинах (20) і (21): 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 20

2 2 2
1 lim 0; ; 1

h a b h a b h a b
P

g g gε→

 + + +      ∈ + ε − ε =      
       

I ,                                 (22) 

тобто ( ) ( )
2

2
1

h a b
P

g
+

= , а ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2

2 2
0 1 1 1

h a b g h a b
P P

g g
+ − +

= − = − = . Таким чином, у розглянутому випадку 

,                                                   (23) 

.                             (24) 

2.2. 0a > , 0b > , 0g < ; 0a b g+ + > . Із (6) слідує, що максимумом ядра (1) на X  по x  є (2). 

2.2.1. 0a > , 0b > , 0g < ; 0a b g+ + > ; . Тут стратегія ( ]min 0; 1
2
gy
h

= − ∈ , тому мінімум 



параболи (2) на сегменті Y  

( )
[ ]

( ) ( )
2

min opt0; 1
min max , min 1, 1, 1,

2 4y Y yx X

g gH x y H y H y H a b k V
h h∈ ∈∈

 = = = − = + − + = 
 

                     (25) 

досягається на множині . Коренями відповідного рівняння (12) є числа 

( )2

1
2
2

g h a b
x

ah
− +

=  та 2 1x = . Але , звідки випливає нерівність ( ) 22 0h a b g+ − > , тобто 

( )2 2
0

2
g h a b

ah
− +

< , 1x X∉  та { } { }opt 2 1X x= = . Отже, у даному випадку  та розв�язок гри 

. 

2.2.2. 0a > , 0b > , 0g < ; 0a b g+ + > ; 2 0h g+ < . Тут стратегія min 1
2
gy
h

= − > , тому 

( ) ( ) ( )min1, 0 1, 1 1, 1,
2
gH H H y H
h

 > > = − 
 

,                                                   (26) 

( )
[ ]

( ) ( ) ( ){ } ( ) opt0;1
min max , min 1, min 1, 0 , 1, 1 1, 1
y Y yx X

H x y H y H H H a b g h k V
∈ ∈∈

= = = = + + + + = ,             (27) 

де . Коренями відповідного рівняння (4) 

( ) 2
opt 1, 1V H a b g h k ax bx gx h k= = + + + + = + + + + =  

( ) ( ) ( )opt1 , 1 ,a b ga x x a b g h k H x H x y
a

+ + = − + + + + + + = = 
 

                                  (28) 

є 1
a b gx

a
+ +

= −  та 2 1x = . Але 1 0a b gx
a

+ +
= − < , тому 1x X∉  та { } { }opt 2 1X x= = . Отже, у даному випадку 

 та розв�язок гри . 

3. 0a > , 0b < , 0g > . Матимемо 0a b gy+ + >  при a by
g
+

> − , але може бути як , так і 

0a b+ > , тому максимум ядра (1) на сегменті X  по змінній x  залежить від знаків виразів a b+  та a b g+ + . 

3.1.1. 0a > , 0b < , 0g > ; 0a b+ < ; . Оскільки ( ]0; 1a b
g
+

− ∈ , то максимумом ядра (1) на 

X  по x  є функція 

( )
( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( )

2

2

max 0, , 1, 0, , 0; ,
max ,

max 0, , 1, 1, , ; 1 .
x X

a bH y H y H y hy k y
g

H x y
a bH y H y H y a b gy hy k y

g

∈

  +
= = + ∈ −  

  = 
 + = = + + + + ∈ −   

              (29) 

Тут стратегія min 0
2
gy
h

= − < , тому має місце подвійна нерівність 

( ) ( )min1, 1, 1, 0, 1, 1
2
g a b a bH y H H H H
h g g

   + + = − < − = − <    
     

,                                (30) 

за допомогою якої визначаємо мінімум функції (29) на сегменті Y : 

( ) ( ) ( )
0; ;1

min max , min min 0, , min 1,
y Y x X a b a by y

g g

H x y H y H y
∈    ∈ + +

∈ − ∈ −   
   

 
 = = 
  

 

( ) ( )min min 0, 0 , 0, , min 1, , 1, 1a b a bH H H H
g g

       + +    = − − =       
           

 

( ) ( )
2

opt2min min , , 1, 0, 0
a b a bk h k H H k V

gg

  +  +   = + − = = =    
     

.                                 (31) 

Цей мінімум досягається на множині . Коренями відповідного рівняння (4) 



( ) ( ) ( )2
opt opt0, 0 , 0 ,bV H k ax bx k ax x k H x H x y

a
 = = = + + = + + = = 
 

                             (32) 

є 1 0x =  та 2
bx
a

= − . Але 2 1bx
a

= − > , тому 2x X∉ , множина  та розв�язок гри 

. 

3.1.2. 0a > , 0b < , 0g > ; 0a b+ < ; 0a b g+ + < . Оскільки 1a b
g
+

− > , то максимумом ядра (1) на X  по 

x  є функція 
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )2 2 2max , max max 0, , 1, 0,

x X x X
H x y ax bx gxy hy k H y H y H y hy k

∈ ∈
= + + + + = = = + .            (33) 

Мінімум цієї функції на сегменті Y  
( ) ( ) ( ) ( )2

optmin max , min 0, min 0, 0
y Y y Y y Yx X

H x y H y hy k H k V
∈ ∈ ∈∈

= = + = = =                                 (34) 

досягається на множині . Ясно, що множина  та розв�язок гри 

. 

3.2. 0a > , 0b < , 0g > ; 0a b+ > . Так як 0a b
g
+

− < , то мають місце (2) та (3), звідки , 

 та розв�язок гри . 

3.3. 0a > , 0b < , 0g > ; 0a b+ = . Тут мають місце (2) та (3), проте коренями рівняння (5) або, що те 

саме, рівняння (32) є 1 0a bx
a
+

= − =  та 2 1x = . Визначаємо імовірності ( )1P x  та ( )2P x  з правої нерівності (17): 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 20 1 1 1hy k P a b gy hy k P hy a b gy P k hy gyP k= + + + + + + = + + + + = + + ,              (35) 

звідки для opt 0y y≠ =  отримуємо . Але оскільки 0hy
g

− < , то ( ) [ ]1 0; 1P X∈ = . Таким 

чином, у розглянутому випадку 
,                                                              (36) 

де імовірність обирання чистої стратегії ( )1P X∈ , а розв�язком гри є 

.                                                       (37) 

4.1.1. 0a > , 0b < , 0g < ; 0a b+ > ; . Оскільки ( ]0; 1a b
g
+

− ∈ , то максимумом ядра (1) на 

X  по x  є функція (6). Точка min 0
2
gy
h

= − > , а із (8) випливає, що min 0;
2
g a by
h g

 +
= − ∈ − 

 
 при 

( ) 22 0h a b g+ − > . 

4.1.1.1. 0a > , 0b < , 0g < ; 0a b+ > ; ; ( ) 22 0h a b g+ − > . Мають місце формули (9) � 

(13), з яких зрозуміло, що розв�язком гри є . 

4.1.1.2. 0a > , 0b < , 0g < ; 0a b+ > ; ; . Мають місце формули (14) � 
(16), (18) � (23), а розв�язком гри є множина (24). 

4.1.2. 0a > , 0b < , 0g < ; 0a b+ > ; 0a b g+ + > . Ясно, що маємо максимум (2), мінімум якого на 

сегменті Y  залежить від того, чи [ ]min 0; 1
2
gy
h

= − ∈ , тобто від знаку суми 2h g+ . 

4.1.2.1. 0a > , 0b < , 0g < ; 0a b+ > ; 0a b g+ + > ; . Маємо значення гри (25), множину 

, рівняння (12) і (13), звідки множина  та розв�язок гри 

. 

4.1.2.2. 0a > , 0b < , 0g < ; 0a b+ > ; 0a b g+ + > ; 2 0h g+ < . Маємо (26) � (28), , 



, і розв�язком гри є . 

4.2. 0a > , 0b < , 0g < ; 0a b+ < . Очевидно, що мають місце (33) і (34), звідки , 

 та розв�язок гри . 

4.3. 0a > , 0b < , 0g < ; 0a b+ = . Маємо фактично (6) і (15), де . Коренями 

рівняння (5) або (32) є 1 0x =  та 2 1x = . Так як для opt 0y y≠ =  буде 0gy < , то з нерівності (35) отримуємо 

, а при 0hy
g

− >  та ( ]0; 1y∈  це означає, що ( )1 0P = . Тому тут ( ) ( )0 1 1 1P P= − = , а 

розв�язком гри знову є . 
Висновок 

Розглянуті 15 випадків співвідношень коефіцієнтів ядра (1) можна згрупувати за отриманими 
розв�язками у вісім базисних співвідношень та представити у вигляді наступної таблиці: 

 
Співвідношення між коефіцієнтами 

ядра гри при 0a >  Розв�язок гри  

1. 0g > ; 0a b+ >   

2. 0g < ; 0a b+ > ; ; 

( ) 22 0h a b g+ − >  
3. 0g < ; 0a b+ > ; 0a b g+ + > ; 

 

 

4. 0g < ; 0a b+ > ; ; 

 
 

5. 0g < ; 0a b+ > ; 0a b g+ + > ; 
2 0h g+ <  

 

6. 0b < , 0g > ; 0a b+ <  
7. 0b < , 0g < ;  

 

8. 0b < , 0g > ; 0a b+ =  , де ( ) [ ]1 0; 1P X∈ =  

 
Отже, розглянута неперервна антагоністична гра з ядром (1) при 0a >  та 0h >  має шість видів 

загального розв�язку, які визначаються вісьмома базовими співвідношеннями. У кожному з шести розв�язків 
множина оптимальних чистих стратегій другого гравця є одноелементною. Слід додати, що існує розв�язок, де 
будь-яка чиста стратегія першого гравця є оптимальною. Щодо наступних досліджень, то така гра має бути 
розв�язана для 0a < , після чого обидві групи розв�язків вдасться об�єднати та ще раз, уже остаточно, 
згрупувати. 
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