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Висновки і перспективи подальшого розвитку даного напрямку 
Проведено експериментальні дослідження, які підтверджують достовірність та адекватність 

математичної моделі. Було отримано регресійні залежності впливу конструктивно-технологічних факторів 
процесу вторинної переробки текстильних відходів. Дана методика та проведення експериментальних 
досліджень дозволяють спроектувати ефективний подрібнюючий пристрій для подрібнення текстильних 
відходів. Отримана методика розрахунку може бути використана при інженерних розрахунках молоткового 
подрібнюючого обладнання. 
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ВИЗНАЧЕННЯ КОЕФІЦІЄНТА ЗАПАСУ ПРИ ВИКОРИСТАННІ  
КРИТЕРІЮ НАЙБІЛЬШОЇ ДОДАТНОЇ ЛІНІЙНОЇ ДЕФОРМАЦІЇ 

 
Виведено  формулу  коефіцієнта  запасу  при  використанні  критерію  найбільшої  додатної  лінійної 

деформації  за  складного  опору,  що  зумовлює  спрощений  плоский  напружений  стан.  Формула  справедлива  для 
матеріалу  в  крихкому  стані  незалежно  від  характеру  навантаження  за  простих  опорів,  що  є  компонентами 
складного опору. 

The  formula  of  coefficient  of  supply  at  using  of  criterion  of  the  most  positive  linear  deformation  at  difficult 
resistance, which predetermines the simplified flat tense state, was concluded in the article. The formula is just for material in 
the fragile state regardless of character of loading at simple resistances which are the components of difficult resistance. 

Ключові слова: напруження, гіпотеза, стержень, опір матеріалів. 
 

1. Вступ 
При розрахунку деталей з матеріалу в крихкому стані (надалі «з крихкого матеріалу») за складного 

опору, що обумовлює складний напружений стан, використовують гіпотезу найбільшої додатної лінійної 
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деформації [1, с.175]. 
Формулювання гіпотези: руйнування крихкого матеріалу за складного опору, що спричиняє 

складний напружений стан, настає при досягненні найбільшою додатною лінійною деформацією 
граничного значення. 

Граничне значення КL критерію (в даному разі найбільшої додатної лінійної деформації) залежить 
від виду деформації, характеру навантаження і співвідношення між максимальними значеннями критерію за 
простих опорів, що є компонентами складного опору. 

Коефіцієнт запасу визначають як відношення максимальних значень критерію за подібних 
граничного і робочого (дійсного) напружених станів в небезпечній точці деталі [2, с. 25]:  

n=КL / К.  (1)
В даному разі величину К – найбільшу додатну лінійну деформацію (надалі "найбільшу ДЛД") при 

робочому напруженому стані обчислюють за узагальненим законом Гука:  
( )( ) E/3211max σσμσεε +−== ,  (2)

де  321 ,, σσσ  – головні напруження, μ  – коефіцієнт Пуассона, E  – модуль пружності при розтязі 
(модуль Юнга). 

В інженерній практиці часто виникає потреба в розрахунку на міцність стержня з крихкого 
матеріалу за сумісної дії згину (рідше – розтягу або розтягу та згину) і кручення. При цьому в небезпечній 
точці стержня виникає спрощений плоский напружений стан. 

Мета роботи – виведення формули коефіцієнта запасу деталі з крихкого матеріалу за сумісних 
згину (або розтягу чи згину та розтягу) і кручення з використанням критерію найбільшої ДЛД. 

 
2. Виведення формули 
Нехай прямий стержень з крихкого матеріалу сприймає одночасно згин і кручення. σ  і τ  – нормальне і 

дотичне напруження в небезпечній точці, спричинені згинальним M  і крутним кM  моментами відповідно. 
 
2.1. Визначення найбільшої ДЛД 
 

Графічно спрощений плоский напружений стан 
зображено на рис. 1. 

Головні напруження при спрощеному плоскому 
напруженому стані обчислюють за формулами:  
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Рис. 1. Спрощений плоский 

напружений стан: σ , τ  – відповідно  
нормальне і дотичне напруження в небезпечній точці 

 
Як видно із (4), найбільша ДЛД в небезпечній точці складається з двох компонентів. 
Введемо позначення:  

;max III εεε +=   (5)
( ) EI 2/1 σμε −= ;   (6)

( ) ( ) EII /2/1 22 τσμε ++= .  (7)

 
2.2. Аналіз компонентів найбільшої ДЛД 
Деформація Iε  відповідає рівномірному плоскому розтягу нормальними напруженнями 2/σ  

(рис. 2). 
При рівномірному розтязі довільна площинка є головною. Тому деформація в довільному напрямку 

однакова. Отже згідно з формулою (2) в даному разі ( )0;2/ 321 === σσσσ  її величина 
( ) ⇒−= EI /2/2/ μσσε  

( ) .2/1 EI σμε −=  
Деформація IIε  відповідає максимальній ДЛД при чистому зсуві, що характеризується дотичним 

напруженням maxτ  (рис. 3). 
Це можна довести наступним чином. 
1) При складному напруженому стані максимальне дотичне напруження обчислюється за 

формулою:  
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( ) .2/31max σστ −=   (8)
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Рис. 2. Рівномірний плоский розтяг напруженнями 
2/σ , яким відповідає деформація Iε  

Рис. 3. Чистий зсув: ( ) 22
max 2/ τστ += ; гранями 

заштрихованого елемента є головні площинки; деформація 

IIε  збігається з напрямком головного напруження *
1σ  

 
Згідно з (3) і (8) отримаємо:  

( ) 22
max 2/ τστ += .  (9)

2) Відповідно до (3) головні напруження при чистому зсуві за дотичного напруження maxτ  

.0;; 2max
*
3max

*
1 =−=+= στστσ   (10)

3) Згідно з (2) і (10) найбільша ДЛД при даному чистому зсуві 
( ) ⇒−== EII /*

3
*
1

*
max μσσεε  

( ) ( ) ./2/1 22 EII τσμε ++=  

Напрямок IIε  збігається з напрямком *
1σ  (рис. 3). 

Оскільки при рівномірному плоскому розтязі (рис. 2) деформація Iε  в усіх напрямках рівна, то 
найбільша ДЛД збігається з напрямком IIε . 

За величиною 
.max III εεε +=  

Таким чином, спрощений плоский напружений стан, показаний на рис. 1, можна представити як 
суму напружених станів за рівномірного плоского розтягу (рис. 2) і чистого зсуву (рис. 3). 

 
2.3. Виведення формули 
1) Записуємо вираз максимального значення критерію за робочого напруженого стану у вигляді 

формули (4):  

( ) ( ) ( ) EE /2/12/1 22
max τσμσμε +++−= . 

Оскільки між лінійною деформацією і нормальним напруженням існує лінійна залежність у вигляді 
закону Гука 

Eεσ = , 
то коефіцієнт запасу можна визначити, використавши нормальні напруження, еквівалентні лінійним 
деформаціям [1, с. 174]. Помноживши рівняння (4) на модуль пружності E , отримаємо:  

( ) ( ) ( ) 22
max 2/12/1 τσμσμσ +++−= .  (11)

Враховуючи позначення (5)… (7), можна записати:  
III σσσ +=max ,  (12)

де  
( ) 2/1 σμσ −=I ,  (13)

( ) ( ) 222/1 τσμσ ++=II .  (14)

Тепер можна застосувати формулу коефіцієнта запасу при використанні критерію найбільшого 
нормального напруження. Згідно з [3, с. 41] 
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21

21

nn
nnn
+

= ,  (15)

де  21, nn  – частинні коефіцієнти запасу по нормальних напруженнях, спричинених простими опорами. 
Відповідно до (15) 

III

III

nn
nnn
+

= ,  (16)

де  
IІгрIn σσ /= ;   (17)

IIІIгрIIn σσ /= .  (18)

Визначення In . Так як величина граничної деформації і, відповідно, граничного напруження 
крихкого матеріалу не залежать від виду напруженого стану, а лише від градієнта деформацій [4, с. 42], то 

LІгр σσ = ,  (19)

де  Lσ  – межа міцності мзσ  при згині. 
Відповідно до (17), (19) 

( ) ⇒
−

=
−

=
σ
σ

μσμ
σ LL

In
1

2
2/1

 

( )μσ −= 1/2nnI ,  (20)
де  σσσ /Ln =  – частинний коефіцієнт запасу по нормальному напруженню. 

Визначення IIn . Величина IIσ  набуде граничного значення при досягненні граничних значень 
його компонентами:  

( ) ( ) 222/1 гргрІІгр τσμσ ++= .  (21)

Згідно з (14), (18), (21) 

( ) ( )
( ) ( )

⇒
++

++
=

22
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2/1

τσμ

τσμ гргр
ІІn  

( )
( ) 22
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2/

2/

τσ

τσ

+

+
=

гргр
ІІn .  (22)

Формула (22) виражає коефіцієнт запасу по максимальному дотичному напруженню при сумісних 
згині і крученні. В цій формулі величини 2/σ  і τ  – максимальні дотичні напруження в небезпечній точці, 
спричинені згинальним M  і крутним кM  моментами відповідно. 

Відповідно до [2, с. 28] формула (22) після ряду перетворень набуває вигляду:  

22
τσ

τσ

nn

nn
nII

+
= ,  (23)

де  τσ nn ,  – частинні коефіцієнти запасу по нормальному і дотичному напруженнях відповідно. 
σσσ /Ln = ;   (24)
τττ /Ln = ,  (25)

де  Lσ , σ  та Lτ , τ  – межа міцності матеріалу і робоче напруження при згині та крученні відповідно. 
Значення коефіцієнта σn  у формулах (20) і (23) одне і те ж. 
Із (16), (20), (22) отримаємо:  
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2.4. Особливості використання формули 
Формула (26) справедлива за статичного, циклічного або змішаного складного опору. Тобто прості 

опори, що є компонентами складного опору, можуть бути статичними чи циклічними або одна частина – 
статичними, інша – циклічними. 

Формула виведена за умови статичного навантаження, що зумовлює в небезпечному перерізі 
згинальний і крутний моменти. 

Нижче розглянуто визначення частинних коефіцієнтів запасу за інших можливих умов 
навантаження. 

1) Розтяг і кручення. Коефіцієнт σn  визначають за формулою (24):  
σσσ /Ln = , 

де  мрL σσ = ; рσσ =  – відповідно граничне і робоче напруження при розтязі. 
2) Розтяг, згин і кручення. За наявності двох простих опорів, що зумовлюють лінійний 

напружений стан, величину σn  обчислюють згідно з формулою (15):  

зр

зр

nn
nn

n
+

=σ ,  (27)

де  зр nn ,  – частинні коефіцієнти запасу, що відповідають простим опорам розтягу і згину. 
3) Число простих опорів, що зумовлюють лінійний напружений стан, більше двох. 
Формулу (15) використовують спочатку для визначення коефіцієнта запасу 2,1n  при двох опорах, а 

потім повторно ще раз. При повторному використанні формули коефіцієнти 2,1n  і 3n  (коефіцієнт запасу за 
третього простого опору) відіграють роль частинних коефіцієнтів запасу [3, с. 42]. 

Таким способом можна визначити частинний σn  коефіцієнт запасу за довільної кількості простих опорів. 
4). Наявність циклічних простих опорів 
а) Симетричний цикл напружень. Частинний коефіцієнт запасу n  ( σn  чи τn ) обчислюють за 

формулою:  

aД pK
pn 1−= ,  (28)

де  1−p  – межа витривалості матеріалу за симетричного циклу напружень при згині ( )з1−σ , розтязі-
стиску 

( )р1−σ  чи крученні ( )1−τ ; 

ap  – амплітудне робоче напруження ( аσ  чи аτ ); 

ДK  – загальний коефіцієнт зниження межі витривалості деталі при симетричному циклі 

напружень: ДKσ  при згині або розтязі-стиску, ДKτ  – при крученні. 

б) Несиметричний цикл напружень (середнє напруження mp >0). Вид формули коефіцієнта 
запасу залежить від характеристики Дρ  циклу напружень в небезпечній точці деталі [5, с. 20]. 

ρρ ДД K= ,  (29)
де  ρ  – номінальна характеристика циклу напружень. 

ma pp /=ρ ,  (30)
де  ma pp ,  – відповідно амплітудне і середнє напруження циклу, визначені без врахування впливу 
різних факторів, які залежать від конструкції деталі, матеріалу і технології її виготовлення. 

При ∞ > 1≥ρДK   

maД ppK
pn

ψ+
= −1 ,  (31)

де  ψ  ( σψ  чи τψ ) – коефіцієнт чутливості матеріалу до асиметрії циклу напружень. 
При 1> ρДK >0  

maД

L

ppK
pn

+
=
γ

.  (32)

де  Lp  – межа міцності матеріалу при згині ( )мзσ , розтязі ( )мрσ  чи крученні ( )мτ ; 
γ  – коефіцієнт, який обчислюють за формулою:  
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1)1)(/( 1 −+= − ψγ ppL .  (33)
Приклад 1. Визначити коефіцієнт запасу n  круглого стержня діаметром 40 мм, в небезпечному 

перерізі якого діють згинальний момент 200=M  Нм і крутний момент 300=кM  Нм. 
Матеріал – СЧ 21: 210мр =σ  МПа; 750мс =σ  МПа; 400мз =σ  МПа; 280м =τ  МПа; 25,0=μ . 
Розв’язання. Записуємо формулу коефіцієнта запасу при використанні критерію найбільшої 

додатної лінійної деформації, оскільки маємо справу з крихким матеріалом – сірим чавуном і складним 
опором, що зумовлює спрощений плоский напружений стан. 

( ) 2/122
ττσ

τσ

μ nnn

nnn
−++

= . 

max/σσσ Ln = . мзσσ =L  

WM /max =σ ; ==⇒= 3
max

3 /3232/ dMdW πσπ  

83,3140/1020032 33 =⋅⋅⋅= π  Н/мм2 83,31=  МПа. 
57,1283,31/400/ maxмз =⇒== σσ σσ nn . 

max/τττ Ln = . мττ =L . 

pк WM /max =τ ; ==⇒= 3
max

3 /1616/ dMdW кp πτπ  

87,2340/1030016 33 =⋅⋅⋅= π  Н/мм2 87,23=  МПа. 
73,1187,23/280/ maxм =⇒== ττ ττ nn . 

( )
83,6

2/73,1125,0173,1157,12

73,1157,12
22

=⇒
−++

⋅
= nn . 

Відповідь: 83,6=n . 
Обчислюємо коефіцієнт запасу при використанні гіпотези Мора. 

м
еквLn σσ /=′ . мрσσ =L . 

( ) ( ) 2/412/1 22 τσσσ +++−= KKм
екв ; 28,0750/210/ мcмр === σσK . 

( ) ( ) 18,502/87,23483,3128,012/83,3128,01 22 =⋅+++−=м
еквσ  МПа. 

18,418,50/210 =′⇒=′ nn . 
Відповідь: 18,4=′n . 
Отже дійсний коефіцієнт запасу занижено у 6,83/4,18=1,63 рази. 
Приклад 2. В небезпечному перерізі круглого чавунного стержня діаметром 20 мм діють внутрішні 

зусилля: статичні поздовжня сила 10=N  кН і крутний момент 40=кM  Нм та циклічний згинальний 
момент 8±=M  Нм. Визначити коефіцієнт запасу деталі. Матеріал СЧ 32: 320мр =σ  МПа; 1401- =σ  МПа; 

350м =τ  МПа; 25,0=μ . Загальний коефіцієнт зниження межі витривалості деталі при циклічному 
симетричному згині 2=ДKσ . 

Розв’язання. Навантаження зумовлює в небезпечній точці деталі спрощений плоский напружений 
стан. Враховуючи крихкий матеріал і складний напружений стан, в розрахунках використаємо гіпотезу 
найбільшої ДЛД, а коефіцієнт запасу визначимо за формулою (26):  

( ) 2/122
ττσ

τσ

μ nnn

nnn
−++

= , 

де  τσ nn ,  – частинні коефіцієнти запасу відповідно по нормальному і дотичному напруженнях. 
І. Обчислюємо частинні коефіцієнти запасу за простих опорів. 
1) Статичний розтяг 

рмрpn σσ /= . 

83,3120/10104/4/ 232 =⋅⋅⋅=== ππσ dNANр  Н/мм2 83,31=⇒ рσ  МПа. 

⇒= 83,31/320pn  05,10=pn . 
2) Статичне кручення 

τττ /мn = . 

46,2520/104016/16/ 333
max =⋅⋅⋅==== ππττ dMWM кpк  Н/мм2 46,25=⇒τ  МПа. 
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⇒= 46,25/350τn  75,13=τn . 
3) Циклічний симетричний згин. Згідно з (28) 

( )aДз Kn σσ σ/1−= . 

19,1020/10832/32/ 333
maxmax =⋅⋅⋅=== ππσ dMWMa  Н/мм2 19,10=⇒ aσ  МПа. 

( )⇒⋅= 19,102/140зn  .87,6=зn  
Розмірність: N  – кН; кMM ,  – Н·мм; d  – мм. 
4) Нормальне напруження σ  в небезпечній точці дорівнює сумі напружень, спричинених 

статичним розтягом і циклічним згином: 
aр σσσ += . 

Тому частинний коефіцієнт σn  запасу визначаємо за формулою (15) як коефіцієнт запасу за 
складного опору, що зумовлює лінійний напружений стан: 

( ) ( )⇒+⋅=+= 87,605,10/87,605,10/ зpзp nnnnnσ   08,4=σn . 
ІІ. Обчислюємо коефіцієнт запасу деталі. Згідно з (26) 

( )
⇒

−++

⋅
=

2/75,1325,0175,1308,4

75,1308,4
22

n    88,2=n . 

Відповідь: 88,2=n . 
ІІІ. Обчислюємо коефіцієнт запасу за формулою (23), тобто при використанні критерію найбільшого 

дотичного напруження 

⇒
+

⋅
=

+
=′

2222 75,1308,4

75,1308,4

τσ

τσ

nn

nnn     91,3=′n  

Визначимо відношення η  коефіцієнтів n′  і n : 
⇒=′= 88,2/91,3/ nnη      36,1=η . 

Тобто дійсний коефіцієнт запасу при використанні формули (23) завищується в даному разі на 36 %. 
 
ВИСНОВКИ 
1. Виведено формулу коефіцієнта запасу при використанні критерію найбільшої додатної лінійної 

деформації за складного опору, що зумовлює спрощений плоский напружений стан. 
2. Формула справедлива для матеріалу в крихкому стані незалежно від характеру навантаження за 

простих опорів, що є компонентами складного опору. 
3. При використанні гіпотези Мора дійсний коефіцієнт запасу суттєво занижується, а при 

використанні коефіцієнта запасу по дотичних напруженнях може суттєво завищуватись. 
4. Виведені формули коефіцієнта запасу при використанні різних критеріїв міцності свідчать, що 

частинні коефіцієнти запасу є універсальним інструментом для оцінки міцності деталі за довільного 
навантаження. 
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