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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КВАЗИРАВНОВЕРОЯТНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ИЗ 
КОНТИНУУМА ОПТИМАЛЬНЫХ СТРАТЕГИЙ В СТРОГОЙ ЗАДАЧЕ 
УСТРАНЕНИЯ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ТРЁХМОДЕЛЬНОЙ  

{ }2 , 3ε ε -НЕОПРЕДЕЛЁННОСТИ ПО ПРИНЦИПУ ГАРАНТИРОВАНО 
МИНИМАЛЬНЫХ АБСОЛЮТНЫХ ОТКЛОНЕНИЙ 

 
Решается строгая задача устранения однопараметрической трёхмодельной неопределённости, 

где отклонения второго и третьего модельных значений относительно первого оказались в соотношении 
2:3. Цель определения квазиравновероятного распределения из континуума оптимальных стратегий 
второго игрока в игровой антагонистической модели такого устранения может быть достигнута либо с 
помощью метода наименьших квадратов, либо на основе выбора наименьшего максимального отношения. 
Показывается приемлемость именно первого принципа, что может использоваться в устранении любых 
неопределённостей с тремя зафиксированными значениями. 

There is solved the strict problem of removing single-parameter three-model uncertainty, where deviations 
of the second and third model values relative to the first appeared at a ratio of 2:3. The purpose of determining 
quasiuniform distribution from the continuum of the second player optimal strategies in the gaming antagonistic 
model of such removal can be achieved either with the least-squares method or on the basis of selecting the least 
maximal ratio. There is demonstrated acceptability of just the first principle, what may be used in removing any 
uncertainties with three fixed values. 

Ключевые слова: неопределённость, модельная неопределённость, устранение неопределённостей, 
трёхмодельная неопределённость, принцип гарантировано минимальных абсолютных отклонений, строгая 
задача устранения неопределённостей, оптимальная стратегия второго игрока, континуум оптимальных 
стратегий, определение квазиравновероятного распределения. 

 
Вступление 

Устранение неопределённостей в смысле сведения их характеристик к однозначному показателю 
принадлежит к классу актуальных проблем теории принятия решений, поскольку порождение 
неопределённостей является естественной частью любого процесса построения, анализа и применения 
математических моделей (в частности, в прогнозировании устойчивости и изнашивания). Модельные 
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неопределённости, возникающие вследствие применения более чем одной математической модели для 
описания объекта, можно классифицировать по количеству их выходных параметров. Вполне естественно, 
что однопараметрические модельные неопределённости являются наиболее простыми среди всех классов 
таких неопределённостей, однако и здесь возникают задачи, требующие тщательного рассмотрения. 

 
Известные концепции устранения неопределённостей 

Очевидно, что задачу устранения однопараметрических модельных неопределённостей можно 
уяснять как более абстрактную задачу устранения неопределённостей в значении некоего параметра, если 
только речь не идёт о выборе конкретной математической модели из предоставляемого набора моделей [1, 
2], порождающего неопределённость. В таком случае можно говорить о строгой задаче устранения 
однопараметрической модельной неопределённости, где концепция среднего арифметического [3, 4] или 
математического ожидания по предполагаемому неравновероятному распределению [5] едва ли применима. 
Поэтому существует иная концепция, являющаяся наиболее непредубеждённой, где используется спектр 
оптимальной стратегии второго игрока (ОСВИ) в игровой антагонистической модели (ИАМ), составленной 
по принципу гарантировано минимальных абсолютных отклонений (ПГМАО) известных значений 
параметра от его условно истинного (скорее, предполагаемого) значения [6, 7]. Но следует отметить, что 
результат устранения неопределённостей с двумя наблюдаемыми значениями параметра одинаков для 
концепций среднего арифметического и ПГМАО, так как ОСВИ в соответствующей ИАМ будет состоять в 
равновероятном выборе каждой из его двух чистых стратегий. 

 
Цель статьи и постановка задачи 

Исключив случай с двухмодельной неопределённостью как тривиальный, где строгая задача 
устранения однопараметрической модельной неопределённости решается равновероятным применением 
каждой модели, будем рассматривать три математических модели в описании объекта с одним параметром. 
Пусть в определённый момент времени наблюдения за значениями (МВНЗ) этого параметра стают 
известными величины 

 

{ } { }3
1 1 11
, 2 , 3i i

v v v v
=

= + ε + ε ,  0ε > ,                                                            (1) 
 

где число iv  в наборе данных (1) является величиной (возможно, безразмерной) параметра объекта, 

описываемого в МВНЗ этого параметра с помощью i -й математической модели, 1, 3i = . В строгой задаче 
устранения такой однопараметрической трёхмодельной { }2 , 3ε ε -неопределённости требуется выбрать 
оценку €v  исследуемого параметра v  как 
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Очевидно, что среднее арифметическое 
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здесь неприменимо вовсе. А, построив согласно ПГМАО 

 

kj k ju v v= −   1, 3k∀ =   и  1, 3j∀ =                                                           (4) 
 

соответствующую матричную 3 3× -игру 
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где чистая стратегия km  первого игрока означает то, что именно k -я модель со значением её параметра kv  
является основной, а чистая стратегия js  второго игрока означает выбор им оценки jv  или, что то же самое, 
принятие j -й модели как основной, получим континуум ОСВИ 

 

                          (6) 

 
из фундаментального двумерного симплекса (равностороннего треугольника) 
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.                                    (7) 
 

И цель статьи тогда заключается в определении квазиравновероятного распределения (КРВР) из континуума 
ОСВИ (6), которое должно быть максимально приближено к равновероятному распределению (РВР) 

 

,                                                                           (8) 

 
где РВР точно не достижимо, иначе тогда ПГМАО совпал бы с концепцией среднего арифметического. Для 
определения КРВР 

 

  при          (9) 

 
можно использовать несколько подходов, среди которых — метод наименьших квадратов (МНК) и метод 
наименьшего максимального отношения (МНМО), поэтому совершение выбора (9) из фундаментального 
двумерного симплекса (7) необходимо обосновать аналитически. Обоснованный выбор (9) будет означать 
решение строгой задачи устранения однопараметрической трёхмодельной { }2 , 3ε ε -неопределённости по 
ПГМАО, в котором выбор оценки €v  исследуемого параметра v  по правилу (2) подразумевает обращение к 
j -й математической модели с вероятностью *

jq(  при 1, 3j = . 
 

Решение строгой задачи (2) устранения однопараметрической трёхмодельной  
{ }2 , 3ε ε -неопределённости (1) по ПГМАО (4) 

Если использовать принцип минимизации квадратов отклонений (МНК), то для определения КРВР 
(9) необходимо решить задачу 

 

,                                      (10) 

 

смысл которой состоит в максимально возможном приближении каждой вероятности jq(  к значению 1
3

. 

Однако наряду с задачей (10) стоит рассмотреть и задачу 
 

,                               (11) 

 

смысл которой состоит в максимально возможном приближении вероятностей { }3

1j j
q

=

(  к друг другу, что в 

данном случае эквивалентно задаче (10). Также, используя МНМО, получим задачу 
 

 

 

[ ] ( )
( ) ( )

( )0; 1

3 1 3 11 1 2 2arg min max , , , , ,
3 1 1 2 1 2 3 1λ∈

  − λ − λ+ λ + λ λ λ =    − λ + λ λ + λ λ − λ   
.                              (12) 

 

Смысл задачи (12) состоит в максимально возможном относительном приближении вероятностей { }3

1j j
q

=

(  к 

друг другу, что отличается от максимально возможного абсолютного приближения в задаче (10) или (11). 
Покажем, что существует некий критерий, согласно которого именно задача (10) определяет выбор (9). Для 
этого проверим справедливость утверждения, что решение задачи (10) или (11) является лучшим, чем 
решение задачи (12), в смысле минимизации абсолютного отклонения от РВР (8) при любом 
масштабировании. 

Сначала решим каждую из задач (10) — (12). Итак, 
 



Технічні науки 

Вісник Хмельницького національного університету №2 ’2012 59

( ) ( ) ( )
3 2 2 2 2

1

1 1 1 3 1 1 11 1
3 4 3 4 3 2 3j

j

q f
=

       − = + λ − + − λ − + λ − = λ       
       ∑ ( ,                              (13) 

( ) ( )
3 2 2 2 2

1

1 1 1 3 1 1 11 1
3 4 3 4 3 2 3j

j

df d dq
d d d

=

        = − = + λ − + − λ − + λ − =        λ λ λ         
∑ (

 

1 1 1 3 3 5 1 1
2 4 12 2 4 12 2 3

     = λ − + λ − + λ − =     
     

 

1 1 9 5 1 1 7 1
8 24 8 8 2 3 4

= λ − + λ − + λ − = λ − ,                                                        (14) 

 
где первая производная (14) функции (13) имеет единственный нуль 
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Так как 
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то (15) является точкой минимума функции (13), откуда получаем 
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Далее, 
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Первая производная (18) функции (17) имеет единственный нуль (15), который в силу того, что 

 
2

2
21 213 0
4 4

d h d
dd

 = λ − = > λλ  
, 

 
является точкой минимума функции (17), откуда опять получаем (16). 

Для решения задачи (12) сперва решим задачу 
 

[ ] ( )
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Допустим, что под знаком максимума в (19) для некоторых значений λ  из отрезка [ ]0; 1  выполнено 

 

.                                                                       (20) 
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Тогда 
 

,  
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Далее, 

 
, , 

 
откуда получаем 

 

  [ ]0; 1∀ λ∈ .                                                                 (22) 

 
Кроме того, для числителя и знаменателя последних двух элементов множества под знаком максимума в 
(19) имеем 

 

  ,                                                         (23) 

 
то есть 
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Теперь с учётом (21), (22) и (24) можем записать следующее: 
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Применяя к (25) неравенство (23), получаем 
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Также 
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С учётом (26) и (27) из соотношения (25) выделяется максимальный элемент: 
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Рассматривая соотношения между элементами множества под знаком максимума в (19) при 3 ; 1
5

 λ ∈  
 с 

помощью (21), (22) и 
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  3 ; 1
5

 ∀ λ∈   
                                                           (29) 

 
из (23), исключаем последовательно значения, не превосходящие другие: 
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где также использовано 

 

  3 ; 1
5

 ∀ λ∈   
                                                              (31) 

 
и . Наконец, рассматривая соотношения между элементами множества под знаком максимума в 

(19) при 10;
2

 λ ∈   
 с помощью 

 

  10;
2

 ∀ λ∈   
                                                           (32) 

 
из (21), (22) и (24), получаем 

 

( )
( ) ( )

( )
3 1 3 11 1 2 2max , , , , ,

3 1 1 2 1 2 3 1
 − λ − λ+ λ + λ λ λ  = − λ + λ λ + λ λ − λ  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 1 3 1 3 1 3 11max , , max ,
1 2 2 1 2 2

− λ − λ − λ − λ − λ   + λ
= = =   + λ λ λ + λ λ λ   

  10;
2

 ∀ λ∈   
,                 (33) 

 
где также использовано 

 

  10;
2

 ∀ λ∈   
                                                              (34) 

 
и . С учётом (28), (30) и (33) перепишем теперь задачу (19) таким образом: 

 

[ ] ( )
( ) ( )

( )0;1

3 1 3 11 1 2 2min max , , , , ,
3 1 1 2 1 2 3 1λ∈

  − λ − λ+ λ + λ λ λ  =   − λ + λ λ + λ λ − λ   
 

[ ] ( )
( ) ( )

( )0; 1

3 1 3 11 1 2min max , , , ,
3 1 1 2 2 3 1λ∈

  − λ − λ+ λ + λ λ = =   − λ + λ λ λ − λ   
 

( )
( )1 1 3 30; ; ; 1

2 2 5 5

3 1 1 1min min , min , min
2 2 3 1     λ∈ λ∈ λ∈          

 − λ + λ + λ = = λ λ − λ  
 

( ) ( ) ( )1 2 31 1 3 30; ; ; 1
2 2 5 5

min min , min , min
     λ∈ λ∈ λ∈          

  = ψ λ ψ λ ψ λ 
  

.                                               (35) 

 
Поскольку 

 

( )1
2

3 1 3 0
2 2

d d
d d

− λ ψ
= = − < λ λ λ λ 

  [ ]0; 1∀ λ∈ ,                                                 (36) 

2
2

1 1 0
2 2

d d
d d
ψ + λ = = − < λ λ λ λ 

  [ ]0; 1∀ λ∈ ,                                                   (37) 
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( ) ( )
3

2
1 2 0

3 1 3 1
d d
d d

 ψ + λ
= = >  λ λ − λ − λ 

  [ ]0; 1∀ λ∈ ,                                              (38) 

 
то 

 

[ ] ( )
( ) ( )

( )0;1

3 1 3 11 1 2 2min max , , , , ,
3 1 1 2 1 2 3 1λ∈

  − λ − λ+ λ + λ λ λ  =   − λ + λ λ + λ λ − λ   
 

( ) ( ) ( )1 2 31 1 3 30; ; ; 1
2 2 5 5

min min , min , min
     λ∈ λ∈ λ∈          

  = ψ λ ψ λ ψ λ = 
  

 

1 2 3
1 3 3 3 4 4 4min , , min , ,
2 5 5 2 3 3 3

        = ψ ψ ψ = =        
        

,                                          (39) 

 
откуда 

 

[ ] ( )
( ) ( )

( )0;1

3 1 3 11 1 2 2 3arg min max , , , , ,
3 1 1 2 1 2 3 1 5λ∈

  − λ − λ+ λ + λ λ λ   =     − λ + λ λ + λ λ − λ     
.                          (40) 

 

Подставляя * 3
5

λ = λ =  из (40) в континуум ОСВИ (6), получаем собственно решение 

 

* 2 3 3
5 10 10

 =   
Q
(

                                                                       (41) 

 
задачи (12). 

Сравнивая решения (16) и (41) в смысле абсолютного отклонения от РВР (8) при масштабировании 
со степенью , соответственно получаем 

 
3

*

1

1 11 1 9 1 2 1 5 1 1 5 1 4 5 4 1
3 28 3 28 3 7 3 84 84 21 84 84 84 84

r r r r r r r r r

j r r r r r r r
j

q
=

+ +
− = − + − + − = + + = + + =∑ (               (42) 

 
для решения (16) и 

 
3

*

1

1 2 1 3 1 3 1 1 1 1 2 2
3 5 3 10 3 10 3 15 30 30 30

r r r r r

j r r r r
j

q
=

+
− = − + − + − = + + =∑ (                                 (43) 

 
для решения (41), где удобно рассмотреть отношение значений (42) и (43) 

 

( )
( )

5 5 4 15 4 1 30
84 2 2 14 2 2

r r rr r r

r r r r

+ ++ +
⋅ =

+ +
,                                                          (44) 

 
график которого изображён на рис. 1. Как видим, 

 

( )
( )

5 5 4 1
1

14 2 2

r r r

r r

+ +
<

+
  при  ,                                                              (45) 

 
поэтому абсолютное отклонение решения (16) от РВР (8) при каком угодно масштабировании со степенью 

 всегда меньше абсолютного отклонения решения (41) от РВР (8). 
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Рис. 1. Зависимость отношения (44) от  (визуализацию выполнено в Maple 7.00, Waterloo Maple Inc.) 
 
Отметим, что, сравнивая решения (16) и (41) в смысле минимальной вариации “внутри самих себя” 

при масштабировании со степенью , однозначности нет, поскольку 
 

13
* *

1 1

11 9 11 2 9 2 3 2 1
28 28 28 7 28 7 28

j r r r r rr
p j r

j p

q q
−

= =

+ +
− = − + − + − =∑∑ ( (                                      (46) 

 
для решения (16) и 

 
13

* *

1 1

2 3 2 3 3 3 2
5 10 5 10 10 10 10

j r r r
r

p j r
j p

q q
−

= =

− = − + − + − =∑∑ ( (                                           (47) 

 
для решения (41), а из графика отношения (46) и (47) 

 

( )5 3 2 13 2 1 10
228 2 14

r r rr r r

r r

+ ++ +
⋅ =

⋅
                                                             (48) 

 
видно, что при 1r =  и достаточно близких к единице значениях 1r >  решение (41) более “невариативно”, 
хотя далее преимущество захватывает решение (16), тянущееся почти до 10r = , где снова более 
“невариативным” оказывается решение (41). 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость отношения (48) от  (визуализацию выполнено в Maple 7.00, Waterloo Maple Inc.) 
 
Вывод и актуальность перспективы продолжения устранения неопределённостей 

В связи с неоднозначностью в определении метода для получения КРВР между МНК и МНМО 
полученные решения (16) или (41) строгой задачи (2) устранения однопараметрической трёхмодельной 
{ }2 , 3ε ε -неопределённости (1) по ПГМАО (4) следует применять с обоснованным критерием 
масштабирования . Естественно, случай 2r =  усматривается наиболее приемлемым, где МНК даёт 
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однозначно лучшее решение (16). Да и превосходство решения (16) при 1r =  в смысле абсолютного 
отклонения от РВР (8) является более ощутимым, чем превосходство решения (41) в смысле минимальной 
вариации “внутри самого себя”, что непосредственно прослеживается из рис. 1 и рис. 2. Безусловно, 
предлагаемый способ выделения “самого ровного” элемента из континуума ОСВИ (6), определяющий тем 
самым КРВР (9), можно применять и для устранения параметрических неопределённостей (при 
прогнозировании или расчёте коэффициентов интенсивности изнашивания, граничных нагрузок, периода 
приработки [8]), однако в данной работе рассмотрен всего лишь частный случай, где отклонения второго и 
третьего оценок-значений от (минимального) первого оказались в соотношении 2 : 3 . Конечно же, в 
перспективе необходимо заняться обобщением таких отклонений. 
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