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МАТЕМАТИЧНЕ ОБҐРУНТУВАННЯ МЕТОДУ  
ДИФУЗНОГО ПОВЕРХНЕВОГО РОЗСІЮВАННЯ 

 
У роботі математично обґрунтовано експериментально-розрахунковий оптичний метод, який 

використовує ефект дифузного поверхневого розсіювання. Ефект базується на перерозподілі величин 
інтенсивностей дзеркальної та дифузних складових розсіяного поверхнею об’єкта світлового потоку при 
локальній зміні його кривизни. Розглянуто варіанти експериментальної реалізації методу, коли зондуюче 
випромінювання є поляризованим та неполяризованим. Одержано формули для розв’язання лінійних та двомірних 
задач механіки. Метод може бути застосований для прозорих та непрозорих об’єктів з дифузно-розсіювальною 
поверхнею. 

Ключові слова: оптичні методи, дифузне поверхневе розсіювання, деформації, поверхні. 
In this article the experimental design optical method which uses a diffuse surface scattering effect is presented and 

mathematically grounded. The effect is based on the redistribution of the intensity value of mirror and diffuse components of 
the scattered object surface flux at a local change its curvature. We examined the experimental implementation of the 
method, when the probe radiation is polarized and unpolarized. The formulas for the solution of linear and two-dimensional 
problems of mechanics are obtained. The method can be used for transparent and opaque objects with diffuse scattering 
surface. 

Keywords: optical methods, diffuse surface scattering, deformation of the surface. 
 

Вступ 
Оптичний ефект дифузного поверхневого розсіювання зв’язує локальну малу зміну кривизни 

поверхні деформованого об’єкту з перерозподілом інтенсивностей дзеркальної та дифузних складових 
розсіяного поверхнею об’єкта світлового потоку. У роботі наведено дані, які математично описують даний 
ефект для лінійних та двомірних об’єктів. Також розглянуто два випадки експериментальної реалізації 
методу дифузного поверхневого розсіювання (МДПР), коли зондуюче випромінювання є поляризованим та 
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неполяризованим. 
Постановка завдання 

Дати математичне обґрунтування експериментально-розрахункового методу визначення 
напружено-деформівного стану (НДС) об’єкту, який би пов’язав деформації поверхні та зміну інтенсивності 
дзеркальної та дифузних складових розсіяною поверхнею об’єкта світлового потоку при локальній зміні 
його кривизни. 

Результати дослідження 
Розглянемо лінійну задачу. Об’єкт дослідження – стержень. Нехай до стержня прикладено згинний 

момент )(xM∆ , який діє у січенні з координатою x . )(xJ – осьовий момент інерції січення стержня з 
координатою x . Тоді зміна кривизни )(xk∆  поверхні стержня в точці x  буде дорівнювати:  

)(
)()(

xEJ
xMxk ∆

∆ = ,  (1)

де  E – модуль Юнга I роду матеріалу стержня. 
Зміна кривизни стержня зв’язана зі зміною інтенсивності дифузних або дзеркальної складової 

розсіяного його поверхнею світлового потоку функціональною залежністю виду:  

)()(
0I
Ifxk ∆

∆ = ,  (2)

де  0I  – інтенсивність відповідної складової падаючого світлового потоку; 

I∆  – зміна інтенсивності відповідної складової розсіяного поверхневого потоку (відбитого, або 
який пройшов, якщо об’єкт прозорий). 

Розглянемо двомірну задачу. Об’єкти дослідження – тонкі пластини або оболонки. Згинні моменти 
та зміни кривизн для тонких пластин та оболонок зв’язані наступними залежностями:  

)( yxx kμkDM ∆∆∆ += ,  (3)

)( xyy kμkDM ∆∆∆ += .  (4)

У формулах (3), (4) величина D  називається циліндричною жорсткістю і визначається за 
формулою:  

)( 2

3

112 μ
EhD

−
= ,  (5)

де  h  – товщина пластини; 
µ  – коефіцієнт Пуассона. 
Розглянемо два варіанти застосування МПДР. 
1. Зондуюче випромінювання поляризоване. 
Вимірювання проводимо для площин поляризації x  та y . Тоді для змін кривизн xk∆  та yk∆  

можемо записати наступні вирази:  
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Підставимо вирази (6), (7) у (3) та (4). Одержимо:  
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У формулах (6)– (9) xI0 , xI∆ , yI0 , yI∆  – відповідні інтенсивності складової поляризованого у 
площині x  падаючого світлового потоку та її зміни, інтенсивності складової поляризованого у площині y  
падаючого світлового потоку та її зміни. 

2. Зондуюче випромінювання неполяризоване. 
У цьому випадку за даними зміни інтенсивності дзеркальної або дифузної складових розсіяного 

дифузно-розсіювальною поверхнею світлового потоку можна визначити суму кривизн ( yx kk ∆+∆ ):  
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Тоді суму моментів ( yx MM ∆∆ + ) визначимо за формулою:  

( ) ( ) 







−=+

0
1

I
IψμDMM yx

∆
∆∆ ,  (11)

Формули (6) та (7) зв’язують зміни кривизн xk∆ , yk∆  та зміни інтенсивностей відповідних 
складових дифузно-розсіяних поверхнево оптичних полів. 

Нехай відповідні деформації поверхні та зміни кривизн зв’язані певною функціональною 
залежністю:  

)( xx εψk 3=∆ ,  (12)
)( yy εψk 4=∆ ,  (13)

З врахуванням (6), (7) перепишемо (12) та (13) у вигляді:  
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Перепишемо (14) і (15) таким чином, щоб зв’язати безпосередньо деформації xε , yε , та відносні 
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 певною функціональною залежністю:  
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Для малих деформацій функціональні залежності 5ψ , 6ψ  будуть наближені до лінійних функцій, 
тому вирази (16), (17) можна буде переписати у вигляді:  
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Для головних деформацій лінійні залежності (18), (19) приймуть наступний вигляд:  
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Аналогічного плану залежності будуть мати місце для головних напружень:  
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Відповідно, для напружень xσ , yσ  будуть мати місце залежності:  
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У формулах (18)– (25) коефіцієнти xkε , ykε , 1εk , 2εk , xkσ , ykσ , 1σk , 2σk  визначаються на 
тарувальних експериментах. 

 
Висновки 
1. Теоретично обґрунтовано математичні основи експериментально-розрахункового оптичного 

методу визначення НДС, який базується на ефекті дифузного поверхневого розсіювання. 
2. Одержано формули для розв’язання лінійних та двомірних задач. 
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ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ НАСЛЕДСТВЕННОСТЬ ВНУТРЕННИХ КОЛЕЦ 

ШАРИКОПОДШИПНИКОВ ПОСЛЕ ДЕФОРМИРУЮЩЕГО ПРОТЯГИВАНИЯ 
 
В роботі наведено результати експериментальних досліджень процесу деформуючого протягування 

заготовок з метою зміцнення та надання сприятливої технологічної спадковості робочим поверхням 
шарикопідшипників.  Процес деформуючого протягування слід виконувати із забезпеченням інтенсивності деформації 
на жолобі внутрішнього кільця в границях ei  ≤ 0,07. 

Ключові слова: пластичне деформування, технологічна спадковість, зміцнення, твердість. 
The paper contains the results of experimental research of the process of work pieces deforming drawing in order to 

strengthen and provide favourable technological heredity of operating surfaces of ball bearings. The process of deforming 
drawing must be carried out providing deformation intensity on the spout of internal ring within the limits of ei  ≤ 0.07.  

 
Процесс деформирующего протягивания получает всё более широкое распространение. Холодное 

пластическое деформирование поверхностного слоя металла без снятия стружки повышает 
эксплуатационные свойства деталей, значительно снижает их себестоимость. В ряде случаев этот способ 
обработки является единственным экономически оправданным методом, позволяющим получить высокую 
чистоту и точность геометрической формы обработанной детали. 

Постановка проблемы. Исследование напряженно-деформированного состояния при 
деформирующем протягивании необходимо для оценки энергосиловых параметров процесса. Представляет 
также интерес изучение технологического наследия в виде остаточных напряжений, упрочнения (мерой 
которого примем твердость), деформируемости заготовок в процессе протягивания, уровня накопленных 
деформаций, прочности изделий в процессе эксплуатации.  

Анализ последних исследований. Следует отметить, что число работ, посвященных решению этих 
задач, продолжает оставаться незначительным. Особенно это касается работ, направленных на изучение 
прочности изделий в процессе эксплуатации. Так, при достижении определённого уровня пластических 
деформаций, после последующей термической обработки формируется структура с различным размером 
зерна. Нас будет интересовать тот уровень деформаций (обеспечивается натягом при протягивании), 
который после термообработки дает размер зерна, обеспечивающий прочность изделия в процессе 
эксплуатации. 

Основные работы в области изучения напряженно-деформированного состояния выполнены в 
работах [1, 2]. Однако в этих работах введен ряд  упрощающих предположений, главное из которых 
заключается в идетничности процесса деформирующего протягивания и раздачи трубного проката 
внутренним давлением, что не всегда обосновано. Особый интерес представляют результаты 
экспериментального исследования напряженно-деформированного состояния при деформирующем 
протягивании, проведенные в работе [2]. Наиболее полная работа, посвященная изучению механики 




