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ВИКОРИСТАННЯ СИСТЕМИ  КОМП’ЮТЕРНОЇ АЛГЕБРИ MAPLE ДЛЯ 
РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ 

 
Дано  опис  основних  команд  пакетів   Optimization та    simplex    системи  комп’ютерної  алгебри Maple. 

Розглянуто  способи  розв’язання  деяких  типових  задач  лінійної  та  нелінійної  оптимізації    в  Maple.  Зокрема 
розглянуті  команди  для  наступних  розділів:  задачі  лінійного  програмування,  задачі  нелінійної  оптимізації, 
транспортна  задачі,  метод  найменших  квадратів.  Розглянуті    пакети    пропонується    використовувати  при 
вивченні дисциплін:   дискретна  математика,  методи оптимізації, економічне моделювання. 
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USING OF THE COMPUTER ALGEBRA SYSTEM MAPLE FOR SOLVING OPTIMIZATION PROBLEMS 

 
Recently we have  seen  the active penetration of computer algebra  systems  in  the educational process  that allows us  to create 

innovative learning technologies, including mathematics education in universities. One of the most popular computer algebra systems is the  
system Maple,  company Waterloo Maple,  Inc., which  successfully  combines  symbolic manipulation,  computational mathematics, powerful 
graphics and easy programming language. Because of its convenience and versatility Maple system became an indispensable tool of research 
for many  scientists, engineers and  students. Almost every  section of modern mathematics  in Maple developed  some  specialized packages. 
However, at present these technologies, despite their effectiveness and visibility, for various reasons, is not common in the learning process, 
which  is not conducive  to  the  integration of higher education  in Ukraine  in  the World Higher Education. The purpose of  this paper  is  to 
develop  a  common  approach  to  the  use  of  computer  algebra  system Maple  to  solve  some  common  problems  of  linear  and  nonlinear 
optimization, and which can be used  in the educational process. The paper describes the package commands Optimization and   simplex 
and illustrated by examples of their use for solving typical problems arising in optimization theory. The article can be useful in the study of 
some  sections of discrete mathematics, optimization methods and economic modeling. 
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Постановка проблеми 
Останнім часом спостерігається  активне проникнення систем комп'ютерної алгебри в освітній 

процес,  що дозволяє формувати інноваційні технології навчання, зокрема математичного навчання  в 
університетах [1–4]. Однією з найбільш популярних систем комп’ютерної алгебри є система Maple,  фірми 
Waterloo Maple, Inc.,  яка успішно поєднує символьні маніпуляції, обчислювальну математику, потужну  
графіку та зручну  мову програмування.  В  силу своєї зручності та універсальності система Maple стала 
незамінним   інструментом  наукових досліджень для  студентів, інженерів та дослідників.   Майже для 
кожного  розділу сучасної математики в Maple розроблені окремі спеціалізовані пакети. Проте на даний час 
ці технології, незважаючи на свою ефективність та наочність, в силу різних причин, ще недостатньо 
поширені в навчальному процесі, що не сприяє інтеграції системи вищої освіти України у світовий простір 
вищої освіти. У статті описуються пакети команд Опис Optimization та simplex  та на прикладах  
ілюструються особливості їхнього використання для  вирішення типових задач які виникають  в теорії 
оптимізації. Початкові навики  роботи в системі комп’ютерної алгебри Maple,  детально розглянуто в  [5 – 
6], а основні задачі лінійного програмування в [7]. 

Матеріали статті можуть  бути використані студентами та викладачами ВНЗ  для розв’язання 
типових  задач, які  зустрічаються в процесі вивчення дисциплін “Методи  оптимізації”,  “Дискретні 
структури ”, “Економічне моделювання”.   

2. Аналіз джерел літературних даних або публікацій та постановка проблеми 
Метою даної статті  є розгляд основних   команд спеціалізованого  пакетів  simplex,  Optimization 

якi  розроблений  для розв’язання типових задач  лінійної та нелінійної оптимізації в системі Maple.   
Початкові навики  роботи в системі комп’ютерної алгебри Maple,  детально розглянуто в  [5 – 6].  

Нагадаємо що основною задачею лінійного програмування [7] є знаходження мінімуму цільової 
функції 
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В матричному  записі задача лінійного програмування записується у вигляді 
, ( , ) min,A X B f C X⋅ ≥ = →  

для деякої матриці A та  векторів X, B, C. Якщо функція f не є лінійною, або обмеження на зміннні 
не є лінійними, то задача знаходження її мінімуму називається задачею нелінійної оптимізації.  

Дана стаття є продовженням статей авторів [8-10], спрямованих на популяризацію систем 
комп’ютерної алгебри. 

Виклад основного матеріалу. Дамо короткий опис тієї частини мови програмування системи 
Maple та стандартних процедур, які необхідні для вирішення  типових задач оптимізації.    

Пакет simplex  являє собою набір процедур для лінійної оптимізації розроблених на основі 
симплекс-методу. Розглянемо основні  типи команд з цього пакету.Для підключення пакету simplex 
потрібно в командному  рядку Maple набрати  командний  рядок такого вигляду: 

> with(simplex); 
basis convexhull cterm define_zero display dual feasible maximize minimize, , , , , , , , ,[

pivot pivoteqn pivotvar ratio setup standardize, , , , , ]  
Команди minimize та maximize 
Основними серед цих команд є команди  minimize та maximize. Команда minimize використовується 

з додатковими параметрами, які визначають  цільову функцію (або її ім'я, якщо вона вже була задана 
заздалегідь), лінійні обмеження записані у канонічній формі. Також, у списку параметрів можуть 
вказуватися  тип змінних і імена змінних, яким будуть присвоєні деякі допоміжні значення, що виникають 
при розв'язанні задачі. Спрощений синтаксис  цієї команд  виглядає так: 

minimize (Z, {C1, C2,C3…Cn}); 
Тут Z - цільова функція задачі лінійного програмування а C1,C2,…Cn – лінійні обмеження на змінні 

записані у канонічному вигляді, тобто  з використанням  нерівності ≤.  Для формування канонічного вигляду 
обмежень задачі лінійного програмування використовується команда convert/stdle 

>  convert( {4 <= 3*x+4*y, 5 <= 4*x+3*y, 5*x+6*y=10}, stdle ); 
{ }, , , ≤ −  − 5 x 6 y -10  ≤ −  − 4 x 3 y -5  ≤ −  − 3 x 4 y -4  ≤  + 5 x 6 y 10  

Розглянемо   приклад. 
Приклад 1. Знайти мінімум  функції Z(x1, x2, x3) = 4x1−3x2+2x3  при  обмеженнях 3x1 − 5x2 + 2x3 ≤ 60, 

x1 − x2 + 2x3 ≤ 10, x1 + x2 − x3 ≤ 20,  і невід’ємних  x1,x2,x3. 
Записуємо цільову функцію та обмеження 
>Z:=4*x[1]-3*x[2]+2*x[3]:С:={3*x[1]-5*x[2]+x[3]<=60,x[1]-x[2]+2*x[3]<=10,x[1]+x[2]-x[3]<=20}; 
Змінній Sol присвоїмо  результат виконання команди minimize  
> Sol:=minimize(Z,С,NONNEGATIVE); 

 := Sol { }, , = x1 0  = x3 30  = x2 50  

Зауважимо, що команди minimize та maximize   повертають результат типу set (множина). Тому для 
знаходження мінімального значення  функції Z можна виконати команду підстановки 

> subs(Sol,Z); 
-90  

Отже, мінімальне значення цільової функції рівне  - 90. 
Якщо після натискання Enter числова відповідь не з'являється і немає повідомлень про синтаксичні 

помилки, то це означає, що задача  не має розв’язку. У цьому випадку виводиться символ порожньої 
множини {}. Це означає, що у заданої цільової функції немає скінченого екстремуму, тобто при виконанні 
всіх заданих лінійних обмежень цільова функція  необмежена за  абсолютним значенням, або  система 
лінійних умов несумісна. Спеціально для перевірки спільності умов у пакеті simplex є команда feasible  яка  
повертає логічні константи true або false. Наприклад 

> feasible(C, NONNEGATIVE); 
true  

тобто система умов C є сумісною. 
Матрична форма запису задачі 
Для великих оптимізаційних задач виписувати вручну умови незручно, тому    такі задачі  краще  

розглядати у  матричній формі  написавши відповідні  Maple процедури 

Приклад 2.  Знайти мінімум функції  Z = 5x1−7x2+7x3+5x4+6x5  при наступних обмеженнях невід’ємних 
змінних  2x1+3x2+3x3+2x4+2x5 ≥ 10, 6x1+5x2+4x3+x4+4x5 ≥ 30,−3x1 −2x2 −3x3 −4x4 ≥ −5, −x1 −x2 −x4 ≥ −10.  

Для роботи з матрицями подрібно завантажити пакет linalg. 
> with(linalg): 
Задамо вектор змінних Х: 
> X:=convert([seq(x[i],i=1..5)],vector); 

:= X [ ], , , ,x1 x2 x3 x4 x5
 

та вектор С, який визначає  коефіцієнти цільової  функції 
> C:=vector([5,-7,7,5,6]); 
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:= C [ ], , , ,5 -7 7 5 6  
Скалярний добуток векторів  X та C задасть необхідну цільову функцію: 
> Z:=dotprod(X,C); 

:= Z  −  +  +  + 5 x1 7 x2 7 x3 5 x4 6 x5
 

Задамо матрицю А та вектор B: 
> A:=Matrix([[2,3,4,2,2],[6,5,4,1,4],[-3,-2,-3,-4,0],[-1,-1,0,-1,0]]); 

 := A

⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥

2 3 4 2 2
6 5 4 1 4

-3 -2 -3 -4 0
-1 -1 0 -1 0

 

> B:=vector([10,30,-5,-10]); 
:= B [ ], , ,10 30 -5 -10  

Обмеження на змінні  сформуємо як скалярний добуток рядків матриці на вектор X  при  допомозі  
оператора циклу 

> C:={}: for  i from 1 to 4  do C:=C union {dotprod(X,row(A,i))>=B[i]}  end do: C; 
 ≤ 10  +  +  +  + 2 x1 3 x2 4 x3 2 x4 2 x5  ≤ -5 −  −  −  − 3 x1 2 x2 3 x3 4 x4, ,{

 ≤ 30  +  +  +  + 6 x1 5 x2 4 x3 x4 4 x5  ≤ -10 −  −  − x1 x2 x4, }
 

Перевіримо систему нерівностей на сумісність 
> feasible(C, NONNEGATIVE); 

true  
Отже, оптимізаційна задача  має розв’язок, який знаходимо командою 
> Sol:=minimize(Z,C,NONNEGATIVE); 

 := Sol { }, , , , = x4 0  = x2
5
2  = x3 0  = x1 0  = x5

35
8  

Значення цільової функції  
> subs(Sol,Z); 

35
4  

Для  зручності оформимо окрему процедуру для розв’язання  задачі лінійного програмування 
записаної у  матричному вигляді 

> Simplex_Matrix:=proc(A,B,C)  local 
n,m,Z,Ob,i,j,X,Sol:m:=rowdim(A):n:=coldim(A):X:=convert([seq(x[i],i=1..n)],vector):Z:=dotprod(X,C):Ob:=
{}: for  j from 1 to m  do Ob:=Ob union {dotprod(X,row(A,j))>=B[j]}  end 
do:Sol:=minimize(Z,C,NONNEGATIVE): [Sol,subs(Sol,Z)] end proc; 

Simplex_Matrix , ,A B Cproc ( ) := 
local ;, , , , , , ,n m Z Ob i j X Sol

 := m ( )rowdim A ;
 := n ( )coldim A ;
 := X ( )convert ,[ ]( )seq ,[ ]x i  = i  .. 1 n vector ;

 := Z ( )dotprod ,X C ;
 := Ob { };

for to do end doj m  := Ob unionOb { } ≤ [ ]B j ( )dotprod ,X ( )row ,A j ;
 := Sol ( )minimize , ,Z C NONNEGATIVE ;

[ ],Sol ( )subs ,Sol Z  
end proc

 

Формальними  параметрами для процедури Simplex_Matrix  є матриці A,B,С  які  потрібно 
визначити перед зверненнямм  до неї. Процедура  виводить точку мінімуму та значення цільвої функції у цій 
точці. 

 
Транспортна задача 
Розглянемо приклад розв’язання  транспортної задачі в Maple. Як  правило, транспортна задача  

розв’язується  вручну методом мінімального елемента або методом Фогеля. Хоча її можна  розв’язати і  
симплекс-методом. 

Приклад 3.  Деяка  компанія має два заводи, F1 і F2, кожен з яких  з яких виробляє два вироби, P1 і 
P2, які повинні бути відправлені до трьох  дистрибютерських  центрів, D1, D2, D3. У Таблиці 1  наведені 
витрати, пов'язані з доставкою кожного продукту з заводів  в дистрибютерський центр, мінімальна кількість 



  Technical sciences  ISSN 2307­5732
 

Herald of Khmelnytskyi national university, Issue 5, 2014 (217) 250

кожного продукту, потреби дистрибютерських центрів, і макси-мальну потужність кожного заводу. Скільки  
кожного продукту повинні бути відправлені з кожного заводу в кожний дистрибютерський центр щоб 
мінімізувати загальну вартість доставки? 

 
Таблиця 1 

Транспортна задача 
 F1/P1 F1/P2 F2/P1 F2/P2 Потреби 

D1/P1 0.75  0.80  500 
D1/P2  0.50  0.40 400 
D2/P1 1.00  9.00  300 
D2/P2  0.75  1.20 500 
D3/P1 0.90  0.85  700 
D3/P2  0.80  0.95 300 

Виробництво 1000 400 800 900  
 
Позначимо  через xi,j кількість продукції яку   нам потрібно перевезти до дистрибютера Di від 

виробника Fj. Тоді  нам необхідно мінімізувати наступну  цільову  функцію 
1,1 1,3 2 ,2 2 ,4 3 ,1 3 ,3 4 ,2 4 ,4 5 ,1 5 ,3

6 ,2 6 ,4

0 .7 5 0 .8 0 .5 0 .4 9 0 .7 5 1 .2 0 0 .9 0 .8 5
0 .9 0 .9 5

f x x x x x x x x x x
x x

= + + + + + + + + +

+ +
 

при таких обмеженнях  

1,1 3 ,1 5 ,1

2 ,2 4 ,2 6 ,2

1,3 3 ,3 5 ,3

2 ,4 4 ,4 6 ,4

1,1 1,2

2 ,2 2 ,3

3 ,1 3 ,3

4 ,2 4 ,4

5 ,1 5 ,3

6 ,2 6 ,4

,

100,
400,

800,
400,

500,
400,

300,
500,
700,
300,

0 .i j

x x x
x x x
x x x
x x x
x x
x x
x x
x x
x x
x x
x

⎧ + + ≤
⎪

+ + ≤⎪
⎪ + + ≤⎪
⎪ + + ≤
⎪

+ ≥⎪
⎪ + ≥⎨
⎪ + ≥⎪
⎪ + ≥
⎪

+ ≥⎪
⎪ + ≥⎪
⎪ ≥⎩

 

Сформуємо в  Maple цільову функцію. Для цього викличемо пакет linalg 
> with(linalg): 
та перетворимо матрицю тарифних коефіцієнтів M у  вектор C: 
>M:= Matrix([[0.75,0,0.8],[0,0.5,0,0.4],[1, 0, 0.9,0],[0,0.8,0,0.95]]): C:=convert(M,vector); 

 := C [ ], , , , , , , , , , , , , , ,0.75 0 0.8 0 0 0.5 0 0.4 1 0 0.9 0 0 0.8 0 0.95  
Тепер сформуємо матрицю невідомих  і конвертуємо  її також у  вектор. 
> ff:= (i,j)->x[i,j]: X:=convert(Matrix(6,4,ff),vector): 
Тоді  скалярний  добуток  цих векторів  дасть нам потрібну цільову функцію: 
> f:=dotprod(X,C); 

f 0.75 x ,1 1 0.8 x ,1 3 0.5 x ,2 2 0.4 x ,2 4 x ,3 1 0.9 x ,3 3 0.75 x ,4 2 1.20 x ,4 4 +  +  +  +  +  +  +  := 

0.9 x ,5 1 0.85 x ,5 3 0.8 x ,6 2 0.95 x ,6 4 +  +  +  + 

 

Сформуємо вектори  потреб і запасів  
> Mp:=[500,400,300,500,700,300]:Mo:=[1000,400,800,900]: 
Сформуємо систему обмежень на змінні 
> Co:={}:for  i from 1 to 6  do Co:=Co union {dotprod(row(XX,i),row(MM,i))>=Mp[i]}  end do:for j 

from 1 to 4 do Co:=Co union {dotprod(col(XX,j),col(MM,j))<=Mo[j]}  end do:Co; 
 ≤  +  + x ,2 4 x ,4 4 x ,6 4 900  ≤  +  + x ,2 2 x ,4 2 x ,6 2 400  ≤ 500  + x ,1 1 x ,1 3  ≤ 400  + x ,2 2 x ,2 4, , , ,{

 ≤ 300  + x ,3 1 x ,3 3  ≤ 700  + x ,5 1 x ,5 3  ≤ 500  + x ,4 2 x ,4 4  ≤ 300  + x ,6 2 x ,6 4, , , ,

 ≤  +  + x ,1 1 x ,3 1 x ,5 1 1000  ≤  +  + x ,1 3 x ,3 3 x ,5 3 800, }

 

Перевіряємо її на сумісність 
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> feasible(Co, NONNEGATIVE); 
true  
Знаходимо точку мінімуму 
> Sol:=minimize(f,Co,NONNEGATIVE); 
Sol  = x ,2 2 0  = x ,2 4 400  = x ,1 3 0  = x ,3 1 0  = x ,6 2 0  = x ,3 3 300  = x ,6 4 300  = x ,4 2 400, , , , , , , ,{ := 

 = x ,4 4 100  = x ,1 1 500  = x ,5 3 500  = x ,5 1 200, , , }

 

Знаходимо значення цільової функції в цій точці 
> subs(Sol,f); 
2115.00  
Нелінійні оптимізаційні задачі. 
   Нелінійні задачі розв’язуються при допомозі команд пакету Optimization: 
> with(Optimization); 
[ ], , , , , , ,ImportMPS Interactive LPSolve LSSolve Maximize Minimize NLPSolve QPSolve  
Команда  Minimize(Maximize)  знаходить глобальний мінімум(максимум) цільової функції  при 

заданій системі обмежень. Зауважимо, що як цільова функція так і обмеження можуть  бути нелінійними: 
 > Minimize((x-1)^3 + (x-y)^2, {x*(1+y^4)>=8}); 
[ ],0.0624112370095334657[ ], = x 1.35084580137843  = y 1.48949879719504  
Команда NLPSolve знаходить екстремум нелінійної функції багатьох змінних наближеними 

методами. Функція може бути задана на інтервалах:  
> NLPSolve(x^3+2*x*y-2*y^2, x=-10..10, y=-10..10, initialpoint={x=3,y=4}, maximize); 
[ ],1050. [ ], = x 10.  = y 5.  
Команда LSSolve знаходить параметри оптимальної апроксимації таблично заданої функції методом 

найменших квадратів.  
Приклад 4.  Методом найменших квадратів знайти многочлен степеня 4  який найкраще 

апроксимує функцію задану таблично.  
Задамо значення функції у вибраних точках і многочлен з невідомими коефіцієнтами: 
> data := [[1, 1.5], [2, 3.5], [2.5, 1.9], [3.1, 4.5], [4.3, 1.9], [4.7, 2.4], [5.8, 3]]; 

 := data [ ], , , , , ,[ ],1 1.5 [ ],2 3.5 [ ],2.5 1.9 [ ],3.1 4.5 [ ],4.3 1.9 [ ],4.7 2.4 [ ],5.8 3  
> p := a*x^4+b*x^3+c*x^2+d*x+e; 

 := p  +  +  +  + a x4 b x3 c x2 d x e  
Сформуємо систему рівнянь на коефіцієнти многочлена: 
> residues := map(proc (d) options operator, arrow; eval(p, x = d[1])-d[2] end proc, data); 

residues  +  +  +  +  − a b c d e 1.5  +  +  +  +  − 16 a 8 b 4 c 2 d e 3.5, ,[ := 
 +  +  +  +  − 39.0625 a 15.625 b 6.25 c 2.5 d e 1.9,
 +  +  +  +  − 92.3521 a 29.791 b 9.61 c 3.1 d e 4.5,
 +  +  +  +  − 341.8801 a 79.507 b 18.49 c 4.3 d e 1.9,
 +  +  +  +  − 487.9681 a 103.823 b 22.09 c 4.7 d e 2.4,

 +  +  +  +  − 1131.6496a 195.112 b 33.64 c 5.8 d e 3]
 

Розв’яжемо перевизначену систему методом найменших квадратів і знайдемо вигляд многочлену 
наближення: 

> sol := LSSolve(residues);poly := eval(p, sol[2]); 
sol 1.97866029509854924  = a 0.0786123242184958  = b -0.914090550341305, ,[,[ := 

 = c 3.23250869429249  = d -3.22920414225409  = e 2.38896286480389, , ] ]

 

poly 0.0786123242184958x4 0.914090550341305x3 3.23250869429249x2 −  +  := 
3.22920414225409x 2.38896286480389 −  +  

 
Висновки. В статті запропонована методика вивчення  деяких  розділів математики з 

використанням відомої системи коп’ютерної  алгебри Maple. Такі підходи, на  думку авторів, сприятимуть 
активізації навчально-пізнавальної діяльності студентів та підвищать ефективність організації їхньої 
самостійної роботи. Крім того вони внесуть новизну в традиційні методи навчання, які зараз 
характеризуються пасивністю  та епізодичним  безсистемним використанням інформаційних технологій. В 
статті  дано опис опис основних команд пакетів Optimization та   simplex системи комп’ютерної алгебри 
Maple. Розглянуто способи розв’язання деяких типових задач  лінійної та нелінійної оптимізації.  
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