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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРИРОДНИХ ВОДНИХ
СЕРЕДОВИЩ ДЛЯ ЗАДАЧ ЕКОЛОГІЧНОГО КОНТРОЛЮ

Здійснено математичне моделювання переносу випромінювання у приповерхневих шарах природних
водних середовищ із завислими частинками фітопланктону на основі багатошарової структури, кожен з шарів
якої має поглинаючі і розсіювальні властивості, зумовлені його біофізичними та структурними параметрами.
Розраховано внесок кожного із шарів водного середовища у загальний коефіцієнт дифузного відбиття на поверхні
середовища у видимому спектральному діапазоні.
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MATHEMATICAL MODELING OF NATURAL AQUATIC ENVIRONMENT
FOR THE OBJECTIVES OF ENVIRONMENTAL CONTROL

Multispectral method can be used for applied tasks of ecological control of parameters of aqueous media, which are reduced to
measuring their parameters in the near-surface layer.  Mathematical modelling of multilayered natural water environments is an actual
problem for applied problems of indirect measurement of their parameters and environmental control. The aim of the work is mathematical
modelling of multi-layered natural aqueous media with suspended particles of phytoplankton, which is necessary to determine the
contribution of each layer to the overall coefficient of diffuse reflection on the surface of the medium in a given spectral range. Mathematical
modelling of radiation transfer in the near-surface layers of natural aqueous media with suspended phytoplankton particles on the basis of a
multilayer structure, each of whose layers has absorbing and scattering properties due to its biophysical and structural parameters, is
carried out. The obtained results of solving a direct optical problem allow us to relate the parameters of natural water media with their
spectral characteristics. In turn, this allows us to solve the inverse problem of determining the parameters of aqueous media based on the
results of multispectral measurements, that is, indirectly measure the parameters of water objects by the multispectral method, which are of
interest for the tasks of ecological control of their state, namely the concentration of phytoplankton particles, the concentration or the ratio
of pigments in the near-surface layer water and the like. The calculated spectral characteristics of each layer of the aqueous medium are
consistent with the results of the experimental measurements. It was established, what effect is the change in the phytoplankton
concentration in the aqueous medium on its spectral characteristics, and also on the overall coefficient of diffuse reflection on the surface.
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Вступ
Мультиспектральний метод може використовуватись для прикладних задач екологічного контролю

параметрів водних середовищ, що зводяться до вимірювання їх параметрів у приповерхневому шарі. За
умови відомих параметрів неоднорідних природних середовищ необхідно спочатку розв’язати пряму задачу
розрахунку спектральних характеристик водних середовищ [1–3]. Розв’язання зворотної оптичної задачі,
наприклад, з використанням регресійних рівнянь, дає можливість визначити параметри середовища за
результати мультиспектральних вимірювань [4].  Математичне моделювання багатошарових природних
водних середовищ є актуальною проблемою для прикладних задач опосередкованого вимірювання їх
параметрів та екологічного контролю. Метою роботи є математичне моделювання багатошарових
природних водних середовищ з завислими частинками фітопланктону, що необхідно для визначення внеску
кожного із шарів у загальний коефіцієнт дифузного відбиття на поверхні середовища у заданому
спектральному діапазоні. Для досягнення вказаної мети необхідно розв’язати такі задачі: здійснити
математичне моделювання спектральних характеристик одного шару водного середовища із завислими
частинками фітопланктону; здійснити математичне моделювання переносу випромінювання у
багатошаровій структурі природного водного середовища; оцінити  внесок кожного із шарів водного
середовища у загальний коефіцієнт дифузного відбиття на поверхні середовища у видимому спектральному
діапазоні.

Математичне моделювання спектральних характеристик окремого шару водного
середовища із завислими частинками фітопланктону

Спектральні характеристики показників поглинання ( ),a w  , розсіювання ( ),s w   та фактору
анізотропії для природного водного середовища апроксимуємо на основі результатів експериментальних
досліджень (див. рис. 1):

( ) 3 2,33 0.494
, 8, 209 10 0, 016s w   − −= × − ,   (1)

( ) 5 8 2 11 3
, 0, 012 6,149 10 9, 482 10 3, 429 10a w    − − −= − × + × − × ,                             (2)

( ) 4 7 2 10 30, 554 5, 753 10 4, 383 10 1, 508 10wg    − − −= − × + × − × .                                  (3)
Спектральні характеристики показників поглинання основних пігментів фітопланктону вводимо в

математичну модель використовуючи лінійну інтерполяцію на основі таблиці експериментальних даних
вимірювань [6]. Графіки спектральних характеристик показників поглинання основних пігментів
фітопланктону наведено на рис. 2.
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а) б) в)
Рис. 1. Спектральні характеристики показників поглинання (а),  розсіювання (б) та фактору анізотропії (в) природного водного

середовища

В свою чергу показники поглинання та
розсіювання фітопланктону залежать від його
біофізичних та структурних параметрів.
Використовуємо формулу показника
розсіювання для оптично м’яких частинок [5]:

( ) ( ) ( ),
685440, 72 1 1, 4s ph P P P 


 = − −  ÷ 
,  (4)

де P – об’ємний вміст пігментів
фітопланктону,  – довжина хвилі в нм.

Показник поглинання фітопланктону
визначається як:

( ),
Chla Chlb carot

à ph Chla a Chlb a carot aC C C    = + + , (5)
де ChlaC , ChlbC , carotC – молярна
концентрація основних пігментів у біомасі
фітопланктону; Chla

a , Chlb
a , carot

a – молярні
показники поглинання основних пігментів фітопланктону.

Спектральна характеристика фактору анізотропії частинок фітопланктону визначається розмірами і
формою його частинок. У математичній моделі приймаємо середній діаметр частинок фітопланктону 10 мкм
та їх сферичну форму. Тоді апроксимована спектральна характеристика фактору анізотропії фітопланктону
буде мати такий вигляд:

( ) 3 6 2 11 31, 554 3, 213 10 1,863 10 3, 325 10phg    − − −= − × + × + × .                                  (6)
Графіки спектральних характеристик показників поглинання, розсіювання  та фактору анізотропії

фітопланктону обчислені за формулами (4)–(6) наведено на рис. 3.

а) б) в)
Рис. 3. Спектральні характеристики показників поглинання (а),  розсіювання (б) та фактору анізотропії (в) фітопланктону

Виходячи з одношарової моделі, проведемо математичне моделювання природного водного
середовища з завислими частинками фітопланктону, що має такі параметри: біомаса фітопланктону від 17,7
до 35,4 мг/л; співвідношення між хлорофілом a та хлорофілом b у фітопланктоні 0,8; співвідношення між
каротиноїдами та сумарним вмістом хлорофілів 0,27; вміст хлорофілу a у сирій масі фітопланктону 0,5%.
Приймемо товщину кожного з шарів водного середовища 10 см та однакову концентрацію завислих
частинок фітопланктону у всіх шарах. Розраховуємо спектральні характеристики показника розсіювання (1),
ефективних показників розсіювання (2) та ослаблення (3),  ймовірності виживання фотону(4), коефіцієнту
направленого пропускання (5) та коефіцієнту дифузного відбиття (6) шару природного водного середовища
за методикою наведеною у [1–3]. На рис. 4 представлено графіки розрахованих спектральних характеристик
для шару природного водного середовища.

Математичне моделювання переносу випромінювання у багатошаровій структурі природного
водного середовища

Спектральні характеристики коефіцієнту дифузного відбиття на поверхні водного середовища
відповідають складовим від його окремих шарів:

Рис. 2. Спектральні характеристики показників поглинання
основних пігментів фітопланктону
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1) 2) 3)

4) 5) 6)
Рис. 4. Спектральні характеристики шару природного водного середовища

1

n
d di

i
R R

=
′= ∑                                   (7)

де diR − складова коефіцієнту дифузного відбивання, що створюються від i-го шару, причому

2 2
01 ( 1)

1
(1 ) ,

i
di l j lj lj

j
R R T T R−

=
′ = − Π                                                               (8)

де 01R − складова коефіцієнту відбиття на межі повітря-водне середовище; lT – коефіцієнт
направленого пропускання шару природного водного середовища, lR – коефіцієнт дифузного відбиття шару
природного водного середовища.

Частка коефіцієнту дифузного відбиття на поверхні природного водного середовища, що вноситься
і-м шаром 100% /di di dR R R′= × . На основі спектральних характеристик для кожного з шарів природного
водного середовища розраховуємо частки коефіцієнту дифузного відбиття на поверхні природного водного
середовища, що вноситься його і-м шаром та загальний коефіцієнт дифузного відбиття (див. рис. 5).

1) 2) 3)

4) 5) 6)

7) 8)
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Рис. 5. Спектральні характеристики складових коефіцієнту дифузного відбиття шарів природного водного середовища та
загального коефіцієнту дифузного відбиття на його поверхні

Оскільки, при заданих параметрах природного водного середовища із завислими частинками
фітопланктону, сьомий шар водного середовища вносить частку у коефіцієнт дифузного відбиття меншу
0,2%, яка суттєво менша порівняно з похибкою мультиспектральних вимірювань, то внеском сьомого шару і
шарів, які знаходяться нижче, можна знехтувати. При цьому їх біофізичні та структурні параметри не
можливо виміряти з поверхні середовища мультиспектральним методом.

Висновки
Здійснено математичне моделювання переносу випромінювання у приповерхневих шарах

природних водних середовищ із завислими частинками фітопланктону на основі багатошарової структури,
кожен з шарів якої має поглинаючі і розсіювальні властивості, зумовлені його біофізичними та
структурними параметрами. Отримані результати розв’язання прямої оптичної задачі дозволяють пов’язати
параметри природних водних середовищ з їх спектральними характеристиками. В свою чергу, це дозволяє
розв’язати зворотну задачу визначення параметрів водних середовищ з результатів мультиспектральних
вимірювань, тобто опосередковано вимірювати мультиспектральним методом  параметри водних об’єктів,
які цікаві для задач екологічного контролю їх стану, а саме концентрацію частинок фітопланктону,
концентрацію чи співвідношення пігментів у приповерхневому шарі води тощо. Розраховані спектральні
характеристики кожного шару водного середовища узгоджуються з результатами експериментальних
вимірювань. При цьому встановлено, який вплив має зміна концентрації фітопланктону у водному
середовищі на його спектральні характеристики, а також на загальний коефіцієнт дифузного відбиття на
поверхні.
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