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РЕОЛОГІЧНІ МОДЕЛІ СЕРЕДОВИЩА З СУТТЄВИМ ВНУТРІШНІМ ТЕРТЯМ 

 
В ході розрахунку основ фундаментів архітектурних споруд та моделювання процесу земляних робіт при 

їх спорудженні необхідно підібрати модель, яка б найбільш повно відображала процеси, що відбуваються в 
робочому середовищі, тобто в ґрунті. Авторами розглянуто існуючі моделі, що використовуються для описання 
деформування середовища з внутрішнім тертям. Це моделі теорії пластичності, «мікродеформування», моделі 
нелінійної механіки ґрунтів та моделі пластичного плину. Деякі з цих моделей враховують нелінійність законів 
деформування, деякі – вплив внутрішнього тертя в граничній стадії деформування, дилатансії. Історію ж 
навантажень можна оцінити тільки за допомогою моделей пластичного плину. Авторами зроблено висновок, що 
для описання контактної взаємодії середовища з внутрішнім тертям найраціональнішими можна вважати 
моделі теорії пластичності з особливими законами деформування, які встановлюватимуться експериментально. 
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RHEOLOGICAL MODELS OF SOILS WITH SIGNIFICANT LEVEL OF INTERNAL FRICTION 

 
When calculating the fundamentals of the foundations of architectural structures and modeling the process of earthworks during 

their construction, it is necessary to select a model that would most fully reflect the processes occurring in the working environment, that is, 
in the soil. The contact problems of the interaction of such a medium with the elements of the structure are the most complex tasks of 
mechanics, since they require a coherent description of the stress-strain state of contacting objects which are considered to be the elements 
of structures and the environment with special laws of deformation. The authors consider existing models used to describe the deformation of 
the environment with internal friction. These are models of the theory of plasticity, "microdeforming", models of nonlinear soil mechanics 
and models of plastic flow. The effect of internal friction at all stages of deformation reflects the physical-nonlinear models of soil mechanics. 
They reflect two fundamental features of the deformation of materials with significant internal friction - the nonlinearity of the relations of 
"strain-strain" and the effect of internal coulomb friction on the laws of deformation of these materials. However, the laws of volumetric 
deformation do not describe the manifestation of dilatation for materials with internal friction, that is, the appearance of volumetric 
deformations under displacements. The most complex scientific and technical problem was the description of dilatation. To a certain extent, 
its manifestation in the process of material deformation can be described by means of dilatation relations of soil mechanics models of 
deformation type. The history of the loads can be estimated only using models of plastic flow, the history of the same loads can be estimated 
only with the help of models of plastic flow, the physical relations of which are formed as the relationship between the stresses and strains of 
deformations, and not between the stresses and achieved deformations. The authors conclude that for the description of the contact 
interaction of the medium with internal friction, the most rational is the model of the theory of plasticity with special laws of deformation, 
which will be determined experimentally. 

Key words: base of foundation; discrete environment; internal coulomb friction; dilatation. 
 
Вступ. Середовища з суттєвим внутрішнім тертям широко розповсюджені в інженерній практиці. 

До них відносяться природні ґрунти, гірські породи, бетони, технічна кераміка, сипкі, зернисті, гранульовані 
та інші фізично дискретні матеріали. 

Важливою задачею інженерної механіки є описання контактної взаємодії такого середовища з 
елементами конструкцій. 

Такі задачі доводиться розв’язувати, наприклад, під час проектування фундаментів, підпірних стін, 
причальних споруд морських і річкових портів, обладнання для транспортування й зберігання 
гранульованих матеріалів, зерна та інших матеріалів сільськогосподарського виробництва. 

Ці контактні задачі є найбільш складними задачами механіки, оскільки вони вимагають сумісного 
описання напружено-деформованого стану контактуючих об’єктів – елементів конструкцій і середовища з 
особливими законами деформування. 

Для описання напружено-деформованого стану елементів конструкцій використовують добре 
апробований апарат теорії пружності, основою якого є найпростіша реологічна модель Гука. Подібної ж 

реологічної моделі для описання напружено-
деформованого стану середовища з суттєвим 
внутрішнім тертям поки не створено, хоча 
запропоновано багато моделей, які в тій чи іншій мірі 
можуть відобразити характерні особливості 
деформування матеріалів з суттєвим внутрішнім 
тертям. 

Запропоновані моделі потребують 
фундаментальних досліджень для встановлення 
достовірності описання напружено-деформованого 

стану середовища з внутрішнім тертям на усіх етапах його деформування. 
Експериментальними дослідженнями встановлено, що реологічна модель середовища з суттєвим 

внутрішнім тертям повинна відображати як відомі закономірності деформування твердих тіл, так і 
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Рис. 1. Реологічна модель середовища з внутрішнім тертям 
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особливості деформування середовища, що спричинені впливом внутрішнього тертя. Таку модель умовно 
можна представити як поєднання моделі нелінійної теорії пружності та моделі Кулона, що враховує вплив 
внутрішнього тертя (рис. 1). 

Дослідження, що проводились переважно на зразках природних ґрунтів, дозволяють сформувати 
такі особливості деформування матеріалу, які повинні бути враховані при виборі визначальних 
співвідношень моделі середовища з суттєвим внутрішнім тертям: 

1) нелінійність законів деформування; 
2) вплив внутрішнього тертя не тільки на граничній стадії деформування, але й у дограничній, тобто 

залежність опору зсувам τ  від нормальних стискуючих напружень σ  на усіх етапах деформування; 
3) прояв дилатансії – виникнення об’ємних деформацій при зсувах. 
Крім того, модель повинна враховувати вид напруженого стану, в якому працює середовище: 

загальний (тривимірний); плоско-деформаційний; осесиметричний та ін. 
Виділення невирішених раніше частин загальної проблеми. На цей час не запропоновано 

модель, яка враховувала б усі ці вимоги. Нелінійність законів деформування беруть до уваги сучасні моделі 
теорії пластичності, вплив внутрішнього тертя – моделі «мікродеформування» і моделі нелінійної механіки 
ґрунтів. Залежність закономірностей деформування від виду напруженого стану можна не враховувати, 
якщо лабораторні дослідження проводити у тих самих умовах, в яких працює середовище. 

Постановка завдання. Для обґрунтування найбільш раціонального напрямку досліджень цієї 
проблеми необхідно провести аналіз відомих реологічних моделей щодо їхньої відповідності 
сформульованим вимогам. Метою цієї статті є обґрунтування вибору найбільш раціонального класу 
реологічних моделей для описання напружено-деформованого стану середовища з суттєвим внутрішнім 
тертям. 

Основний матеріалі і результати. Моделі «мікродеформування» 
Моделі «мікродеформування» розглядають середовище як набір макрочастинок, з’єднаних між 

собою особливими односторонніми контактами, що не сприймають дію розтягуючих зусиль і чинять опір 
зовнішньому навантаженню тільки за рахунок сил тертя, які виникають за наявності нормальних 
стискуючих зусиль в зоні контакту. 

Залежність між силами опору T  контакту і нормальним зусиллям N  відповідає умові Амонтона-

Кулона T N f= ⋅ , яка описує закон сухого кулонового тертя у контактах частинок. 

Для переходу від одиничних мікроконтактів до середовища з безліччю контактів необхідно задатись 
структурою укладки однорідних чи різнорідних частинок, статистичним розподілом одиничних контактів, 
іноді ймовірнісними законами розподілу контактних зусиль в масиві матеріалу. Перехід від зусиль і 
взаємних зсувів в хаотично орієнтованих мікроконтактах до напружень та деформацій в точці середовища 
фактично означає заміну початково дискретної моделі «мікродеформування» на континуальну. 

Детальний опис моделей, що ґрунтуються на «мікропідході», наведений у монографії 
І. І. Кандаурова [1]. 

Ідеї «мікродеформування» використовувались при розв’язанні інженерних задач. Наприклад, 
Г. І. Покровський запропонував використовувати модель зернистих середовищ для розрахунків дорожнього 
полотна. Р. А. Мюлер [2] використав дискретну модель у розрахунках підпірних стін та фундаментів, 
І. І. Кандауров [1] розробив балочну дискретну модель тріщинуватих гірських масивів. Особливості 
кінематики частинок сипкого середовища за підпірною стінкою при її великих зміщеннях розглянуті в 
роботі В. Т. Бугаєва та В. В. Ковтуна [3]. 

Слід відмітити, що моделі мікродеформування в більшості випадків є бездеформаційними, і, в 
кращому разі, можуть відобразити тільки вплив внутрішнього тертя у граничній стадії деформування, але не 
дозволяють описати особливості деформування матеріалів з суттєвим внутрішнім тертям в дограничній 
стадії. 

Описання деформованого стану середовища з позицій «мікропідходу» пов’язано, як вже 
відмічалось, з переходом від розгляду переміщень у контактах частинок до переміщень і деформацій в 
кожній точці середовища з безліччю хаотично орієнтованих контактів. Це вимагає статистичного 
узагальнення результатів величезного об’єму експериментальних даних щодо форми, розмірів, структури 
укладки частинок, характеру контактів і їх ймовірнісного  розподілу по розрахунковій області. Тому такий 
підхід не вдається реалізувати в конкретних інженерних розрахунках. Однак, теоретичні та 
експериментальні дослідження щодо можливості використання «мікропідходу» для описання напружено-
деформованого стану середовища продовжуються. В роботах K. L. Lee, R. W. Rowe, M. Oda, H. Matsuoka, 
Г. Андреасяна та ін. розглядались моделі середовища, що заповнено набором куль, циліндрів чи тілами 
іншої  форми з регулярною чи ймовірнісною укладкою, з різними ступенями вільності переміщень і т. ін. 
Теоретичні співвідношення моделей порівнювались з результатами спеціальних експериментів. Найбільш 
відомими є експериментальні дослідження, що проведені науковцями Міннесотського, Іллінойського та 
Кембриджського університетів, а також дослідження на дискретних моделях Г. Дересевича, Тейлора –
 Шнеебелі, М. Ода та ін. В цих дослідженнях використовувалась найсучасніша на свій час експериментальна 
база та потужні комп’ютерні програми для ймовірнісного описання вихідних даних і операцій з ними. 

Аналіз запропонованих за результатами цих досліджень моделей дозволяє зробити висновок, що в 
жодному випадку при формуванні визначальних співвідношень не було фундаментально обґрунтовано  
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перехід від дискретних характеристик (зусиль та переміщень у контактах частинок) до тензорних 
характеристик суцільного середовища – напружень та деформацій в точці. По суті, автори моделей з самого 
початку використовували для формулювання визначальних співвідношень атрибути механіки твердого 
деформівного тіла: напруження, деформації з деякими додатковими характеристиками мікроконтактів. 

Враховуючи сказане, можна зробити висновок, що моделі «мікродеформування» здатні описати 
вплив внутрішнього тертя в граничному стані середовища, але не враховують інших особливостей його 
деформування. 

Для врахування нелінійності законів деформування («фізичної нелінійності») запропоновано багато 
моделей теорії пластичності. 

Моделі теорії пластичності деформаційного типу 
Моделі цього класу, як і інші моделі механіки твердого деформівного тіла, під час формулювання 

крайової задачі використовують три групи рівнянь: рівняння рівноваги; геометричні рівняння нерозривності 
деформацій і фізичні рівняння, які пов’язують напруження, що виникають у розрахунковій області, з 
досягнутими (кінцевими) деформаціями матеріалу. 

Рівняння рівноваги і геометричні рівняння не залежать від виду матеріалу й справедливі за умови 
малості деформацій. 

Фізичні ж рівняння відображають особливості деформування матеріалу. Їх характер встановлюється 
за результатами спеціальних лабораторних випробувань макрозразків матеріалу. 

В класичній теорії пластичності розглядають активний (монотонне зростання навантаження) та 
пасивний (розвантаження і наступне навантаження) процеси деформування. Для описання активного 

процесу деформування використовують апарат нелінійної теорії пружності. 
Пасивне ж деформування описується лінійною залежністю між 
напруженнями та деформаціями. 

Експериментальні дослідження закономірностей деформування 
матеріалів з суттєвим внутрішнім тертям показали, що в них з самого 
початку навантаження виникають як пружні, так і залишкові деформації, а 
залежність «напруження – деформації» є сугубо нелінійною і набагато 
складнішою ніж залежності, що характерні для твердих матеріалів. 

Деформаційні моделі теорії пластичності, розроблені для твердих 
матеріалів, використовувались для оцінки напружено-деформівного стану 
ґрунтового середовища. Найчастіше розглядались різні модифікації моделей 
малих пружно-пластичних деформацій. 

В. В. Гапонов [4] розглянув задачу щодо оцінки напружено-деформованого стану плоскої області, 
заповненої сипким матеріалом з білінійною діаграмою деформування (рис. 2). Результати розв’язків на 
основі цієї моделі експериментально не перевірялись. 

О. К. Фрьоліх [5] запропонував нелінійну модель ґрунтового середовища як набір лінійних моделей 
шляхом введення умовних коефіцієнтів концентрації. 

Проведений М. В. Малишевим аналіз показав, що модель Фрьоліха еквівалентна моделі теорії 
пружності зі степеневим законом формозміни, в якому показник степені залежить від коефіцієнта Пуассона. 

Модель О. К. Фрьоліха використовувалась для моделювання взаємодії елементів конструкцій з 
ґрунтовим середовищем. Однак необхідність призначення коефіцієнтів концентрації у кожному 
конкретному випадку, а також не використання фізичних залежностей «напруження – деформації» в явній 
формі, не дозволяють рекомендувати цю модель для описання деформацій середовища з внутрішнім тертям. 

Багато науковців для досліджень напружено-деформованого стану ґрунтового середовища 
використовували моделі пластичного деформування зі степеневим законом формозміни. 

М. В. Малишев [6] одержав розв’язок задачі про дію зосередженої сили на нелінійно деформівну 
півплощину. Автором прийняті такі закони деформування: 
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, (1)

де  α , A , D  – параметри апроксимації експериментальних кривих; 0σ , 0τ , 0ε , 0γ  – октаедричні 

напруження і деформації. 
Ю. К. Зарецький [7] розглянув плоску контактну задачу для площини, що деформується за законом 

0
0 A

ατγ  =  
 

, 0 0ε = . (2)

Задачу про дію зосередженої сили на півплощину, що заповнена матеріалом зі степеневим 
зміцненням, розв’язав В. В. Соколовський [8]. Розв’язок проводився методом напружень. Виразів для 
переміщень не одержано. 

Загальний розв’язок задачі для плоскої області, яка деформується згідно степеневого закону, 
отримав Н. Х. Арутюнян [9]. Задача розв’язувалась методом переміщень. Вирази для напружень та 
переміщень одержано в замкненій формі. На основі загального розв’язку Н. Х. Арутюнян розглянув ряд 

σi

ε i

α2

α1

 
Рис. 2. Білінійна діаграма 
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важливих задач інженерної механіки: вдавлювання жорсткого штампа зосередженою силою чи моментом; 
вдавлювання жорсткого клину та ін. 

Обґрунтування можливості використання степеневих моделей В. В. Соколовського, 
Ю. К. Зарецького, М. В. Малишева, Н. Х. Арутюняна та ін. для описання напружено-деформованого стану 
середовища з суттєвим внутрішнім тертям вимагає порівняння результатів теоретичного розв’язання 
конкретних задач з результатами їх експериментального моделювання, що само по собі є технічно складною 
задачею. 

Аналіз відомих даних показує, що розбіжності між теоретичними і експериментальними 
результатами в першу чергу викликані тим, що прийнятий у розрахунках степеневий закон деформування не 
враховує інших особливостей деформування середовища з суттєвим внутрішнім тертям – впливу 
внутрішнього кулонового тертя та ефекту дилатансії. 

Вплив внутрішнього тертя на усіх етапах деформування відображають відомі фізично-нелінійні 
моделі механіки ґрунтів. 

Моделі нелінійної механіки ґрунтів, що враховують вплив внутрішнього тертя 
Лабораторні дослідження процесу деформування матеріалів показали, що внутрішнє тертя впливає 

на особливості їх деформування не тільки у граничній, але і в дограничній стадії. Вплив внутрішнього тертя 
на деформування матеріалів у дограничній стадії достатньо повно відображають моделі нелінійної механіки 
ґрунтів деформаційного типу [10], [11]. 

Першою моделлю цього класу, ймовірно, була модель А. І. Боткіна [12]. Закон зміни об’єму 

приймався автором у вигляді лінійної залежності між першим інваріантом тензора напружень 0σ  і першим 

інваріантом тензора деформацій 0ε . 

Закон формозміни, на відміну від теорії пластичності твердих матеріалів, враховує вплив 

середнього стискуючого напруження 0σ  на опір зсуву 0τ  і записується у вигляді дробово-лінійної функції 

0 0

0 0

A

B

τ γ
σ γ

=
+

, (3)

де  0σ , 0τ , 0γ  – напруження і деформації по октаедричній площині; A , B  – експериментальні 

параметри. 
Графіки нелінійних фізичних залежностей А. І. Боткіна показані на рис. 3, а у безрозмірних 

координатах і у вигляді зрізів інваріантної поверхні «напруження – деформації» – на рис. 3, б. 
 

τ0

γ 0

τ 0

γ 0

σ ' = const0

σ '' = const0

σ ''' = const0
σ0

а) б)  
Рис. 3. Залежності «напруження – деформації» моделі А.І. Боткіна 

 
Фізичні залежності А. І. Боткіна (3) враховують дві принципові особливості деформування 

матеріалів – суттєву нелінійність законів формозміни і вплив внутрішнього кулонового тертя. Тому вони 
привернули увагу багатьох науковців в області інженерної механіки. 

Складні нелінійні залежності А. І. Боткіна не дозволяють отримати аналітичний розв’язок крайових 
задач інженерної механіки. Але поява потужної комп’ютерної техніки відкрила можливість розв’язання цих 
задач чисельними методами. 

Чисельні розв’язки задач інженерної механіки з використанням залежностей А. І. Боткіна отримали 
Є. Ф. Винокуров [13], Ю. К. Зарецький [14], М. В. Малишев [15], В. Н. Широков, В. І. Соломін [16] та ін. 

О. А. Дорофєєв [17] розглянув задачу взаємодії елементів машин з дискретним середовищем, 
використавши замість залежностей А. І. Боткіна запропоновану В. В. Ковтуном [18] степеневу залежність 

0 0 0A ατ σ γ= . (4)

Дробово-лінійна (3) і степенева (4) функції добре описують вплив на деформування матеріалів 
внутрішнього кулонового тертя, але не відображають інші принципові особливості їх деформування – прояв 
дилатансії та залежність законів деформування від виду напружено-деформованого стану. Ці функції 

сформульовані у вигляді співвідношень між напруженнями 0τ , 0σ  і деформаціями 0γ , що виникають по 

октаедричним, рівнонахиленим до головних осей площинам. В інженерній практиці найбільший інтерес 
викликають «плоскі задачі», наприклад, задачі оцінки контактної взаємодії протяжних споруд з 
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середовищем, коли в ньому виникає плоско-деформований напружений стан. В умовах «плоскої 
деформації» переміщення частинок середовища можуть 
відбуватись тільки в площині, що перпендикулярна одній 
з головних осей, і ні в якому разі не в октаедричній 
площині. 

Тому фізичні рівняння (3), (4) не мають чіткого 
фізичного змісту для плоскої задачі і можуть розглядатись 
тільки як формальні співвідношення. У зв’язку з цим 
з’явились моделі, орієнтовані на конкретний вид 
напружено-деформованого стану: вісесиметричного, 
плоско-деформівного і т.п. 

Ф. М. Шихієв [19] запропонував «кінематичну» 
модель ґрунтового середовища, орієнтовану на розв’язок 
плоскої задачі. Модель ґрунтується на двох визначаючих 
залежностях. 

Закон об’ємного деформування прийнятий автором згідно принципу «еквівалентних» моделей. 
Закон формозміни формулюється як співвідношення між напруженнями ατ , ασ  і деформаціями 

αγ  за потенціальними площинками ковзання (рис. 4) – 

крγ
γϕ

σ
τρ α

α

α tgtg == , (5)

де  ρ  – максимальний кут відхилення повного напруження від нормалі; ϕ  – кут внутрішнього тертя 

(граничне значення кута ρ ); αγ , крγ  – деформації по площинкам зсуву в дограничному та граничному 

станах. 
Отже, закон формозміни (5) сформульовано не як залежність між інваріантами тензорів напружень і 

деформацій, а як залежність між відношенням напружень та відношенням деформацій по умовних 
площинках. 

Повна система статичних, геометричних і фізичних рівнянь зведена автором до нелінійного 
диференціального рівняння четвертого порядку, ефективного розв’язання якого не знайдено. 

Г. А. Генієв [20] запропонував аналогічну модель жорстко-пружно-пластичного середовища, закон 
формозміни якого описується тензорним співвідношенням 

ijзмij G γτ = , (6)

де  ijτ  – дотичні напруження; ijγ  – деформації зсуву; змG  – змінний модуль зсуву, величина якого 

залежить від напруженого стану в кожній точці середовища, від умовного коефіцієнта внутрішнього тертя 
λ , який, очевидно, пов’язаний з нормальними стискуючими напруженнями. 

Фізичні рівняння моделі Г. А. Генієв записує у формі рівнянь Генкі, у які вводить змінний модуль 
зсуву змG . Залежність ( )λfGзм =  показана на рис. 5. Умова 1=λ  визначає у просторі напружень 

«жорстку» недеформівну область. Деформації матеріалу 
виникають тільки в точках, що лежать зовні цієї поверхні. 

Ця особливість унеможливлює використання моделі 
для оцінки напружено-деформованого стану дискретного 
середовища в дограничній області. 

За результатами аналізу описаних моделей механіки 
ґрунтів деформаційного типу можна зробити висновки, що вони 
відображають дві принципові особливості деформування 
матеріалів з суттєвим внутрішнім тертям – нелінійність 
співвідношень «напруження-деформації» і вплив внутрішнього 
кулонового тертя на закони деформування цих матеріалів. Але 
прийняті авторами закони об’ємного деформування не 

описують характерний для матеріалів з внутрішнім тертям прояв дилатансії – виникнення об’ємних 
деформацій при зсувах. 

Описання дилатансії виявилось складною науково-технічною проблемою, яка не має вирішення вже 
понад півтора сторіччя. 

Дилатансійні моделі деформаційного типу 
Прояв дилатансії на процес деформування матеріалів в деякій мірі може бути описаний за 

допомогою дилатансійних співвідношень моделей механіки ґрунтів деформаційного типу. 
Мабуть першим, хто запропонував такі співвідношення, був професор Г. М. Ломідзе зі своїми 

учнями. 

Автори [21] запропонували закон зміни об’ємних деформацій 0ε  ґрунтів шукати у вигляді 

tg

γα

ρ = α
σα

γкр  
Рис. 4. Графік залежності закону формозміни моделі 

Ф.М. Шихієва 

G зм

λ10
 

Рис. 5. Графік залежності моделі Г.А. Генієва 
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експериментальної функції середнього нормального напруження 0σ , інтенсивності напружень iσ  і 

параметра Лоде σμ , який визначає вид напружено-деформованого стану 

( )σμσσεε ,,000 i= . (7)
Задача експериментального встановлення виду цієї функції, враховуючи її складність, є практично 

нездійсненною. 
Проте, запропонований Г. М. Ломідзе підхід намагались реалізувати багато дослідників. 
Послідовниками Г. М. Ломідзе запропоновано представляти об’ємну деформацію 0ε  в умовах 

плоскої деформації як суму об’ємної деформації r
0ε  від дії середнього стискуючого напруження 0σ  і 

дилатансійної складової д
0ε , залежної від зсувів – 

дr
000 εεε += . (8)

Запропоновано такий характер функцій 

ba
r

+
=

0

0
0 σ

σε , ( ) ( )







++−= σ

β μρσελεαε 1tg1 0
0

a
ii

д

P
, КПаPa 10= , 

в яких iε  – інтенсивність деформацій; ρtg  – параметр міцності по Боткіну; a , b , α , β  – 

експериментальні параметри; λ  – коефіцієнт дилатансії; aP  – умовно введений коефіцієнт для збереження 

розмірностей у формулі. 
Подібні співвідношення приймались у розрахунках іншими науковцями. 
В. Г. Столяров [22] запропонував дві фізичні залежності, що описують закономірності формозміни і 

об’ємного деформування, замінити однією у вигляді функції відносних узагальнених характеристик 

напруженого і деформованого станів, відповідно – 
03σ

σ
σ

iД = , 
0ε

ε
ε

iД = . Залежність «напруження –

 деформації» приймається у вигляді дробово-лінійної функції 

σ

σ
ε ДA

ДB
Д

−
= , (9)

де  A  і B  – експериментальні параметри. 
Дилатансійні співвідношення моделей деформаційного типу пропонували B. Ladanyi, Г. А. Генієв, 

Ю. К. Зарецький, P. A. Vermeer та інші. 
Слід звернути увагу на те, що в розглянутих моделях механіки ґрунтів деформацію середовища у 

фізичних співвідношеннях пов’язують не з інтенсивністю напружень iσ , як у класичній теорії 

пластичності, а з відношенням дотичних і нормальних напружень. Ця особливість відображає вплив 
внутрішнього кулонового тертя і прояв дилатансії при деформуванні матеріалу не тільки в граничній, але й 
у дограничній стадії. 

Загальним недоліком моделей деформаційного типу є те, що їхні фізичні співвідношення 
формулюються як залежності між напруженнями і досягнутими деформаціями. Це не дозволяє описати 
вплив на процес деформування послідовності (історії) навантажень, оскільки закони деформування 
дискретних матеріалів при активному і пасивному процесах 
навантаження є різними, і одним і тим напруженням можуть 
відповідати різні деформації. 

Вплив «історії» навантаження можна описати за 
допомогою моделей пластичного плину. 

Дилатансійні моделі пластичного плину 
В теорії пластичності твердого тіла крім моделей 

деформаційного типу використовується клас моделей 
пластичного плину, фізичні співвідношення яких 
формуються як залежності між напруженнями { }σ  і 

швидкостями деформацій { }εd , а не між напруженнями 

{ }σ  і досягнутими деформаціями { }ε . 

Для визначення компонентів швидкостей деформацій вводиться [23] потенціальна функція { }( )σΦ  

{ } { }( )
{ }σ

σλε
∂
Φ∂= dd , (10)

де  λd  – множник Лагранжа. 
Якщо за потенціальну функцію приймається умова переходу в пластичний стан, співвідношення 

(10) будуть відповідати асоційованому закону пластичного плину, усі інші – неасоційованим законам. 
За аналогією з теорією пластичності твердого тіла моделі пластичного плину пропонувались для 

τ max

σm

(dε )m

(dγ)

dε m

dε
dγ

α

α=arcsinϕ

 
Рис. 6. Швидкості деформацій у моделі Друкера –

 Прагера 
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описання поведінки ґрунтів. В цих модифікованих моделях замість умов пластичності Сен-Венана чи Мізеса 
використовувались характерні для матеріалів з внутрішнім тертям умови переходу у граничний стан – 
умови Мора – Кулона або Боткіна. 

Можливість використання умови Мора – Кулона як потенціальної функції для плоскої деформації 
середовища вперше продемонстровано у роботі Д. Друкера і У. Прагера [24]. 

За потенціальну функцію { }( )σΦ  в моделі прийнята умова Мора – Кулона, яка записана в 

інваріантній формі як відношення максимального дотичного напруження maxτ  до середнього нормального 

напруження mσ   

max

m

sin
τ ϕ
σ

= . (11)

Ця залежність у площині інваріантів mστ −max  зображується прямою (рис. 6). На рисунку вісі 

напружень mσ , maxτ  суміщені з осями швидкостей деформацій mdε , γd . 

Визначальне співвідношення моделі має вигляд 

ϕ
σ

τ
γ

ε
sinmax ===Δ

m

m

d

d
. (12)

Безрозмірна величина Δ  отримала назву коефіцієнта дилатансії. Співвідношення (12) відображає 
дві органічно пов’язані між собою принципові особливості деформування матеріалів – вплив внутрішнього 
кулонового тертя і прояв дилатансії. 

Лабораторна перевірка співвідношення виявила, що теоретична величина Δ  значно перевищує 

визначену експериментально. Наприклад, кут внутрішнього тертя ϕ  сухого піску становить близько 30  

( )5,030sin ==Δ  . В дослідах же А. С. Строганова швидкість дилатансії щільного піску була 239,0=Δ  

( )14sin , в дослідах P. Roscoe і С. Фрідмана величина Δ  змінювалась від 1,0=Δ  до 35,0=Δ . Відмічалось 

також не тільки розпушення, але й ущільнення пухких пісків. 
Вказані розбіжності намагались ліквідувати шляхом розробки дилатансійних моделей пластичного 

плину, співвідношення яких задаються довільно і не асоціюються з умовою граничного стану. Такі моделі 
пропонували Ю. М. Работнов, В. М. Ніколаєвський, А. С. Строганов, М. В. Малишев, Ю. К. Зарецький, 
A. Sowczuk, P. Stytz та інші. В більшості випадків запропоновані авторами теоретичні співвідношення не 
підтверджені експериментально щодо можливості їх використання для матеріалів з внутрішнім тертям. 

Вибір потенціальної функції { }( )σΦ , яка не асоціюється з умовою граничного стану, вимагає 

всебічного попереднього обґрунтування. Довільне призначення функції може призвести до суттєвих 
розбіжностей теоретичних і експериментальних даних у зв’язку з можливим порушенням принципу 
збереження енергії. 

В інженерній механіці широко відомі моделі критичного стану (МКС), запропоновані групою 
науковців Кембриджського університету під керівництвом K. Roscoe [25] (моделі «Cam-Clay» і «Granta-
gravel»). 

Згідно з припущенням авторів середовище деформується тільки після досягнення граничного стану. 
Моделі критичного стану не описують дограничне деформування, тому безпосередньо не можуть бути 
використаними для оцінки напружено-деформованого середовища з суттєвим внутрішнім тертям. 

Характерною особливістю розглянутих дилатансійних моделей пластичного плину є те, що їх 
потенціальні функції пов’язують відношення дотичних τ  і нормальних σ  напружень з відношенням 
швидкостей об’ємних та зсувних деформацій. Це дозволяє відобразити найважливіші особливості 
граничного деформування дискретних матеріалів – вплив внутрішнього тертя та дилатансію, а також 
врахувати «історію» навантаження. Не вирішеними залишаються питання описання напружено-
деформованого стану середовища на дограничній стадії, а також суттєва залежність визначальних 
співвідношень моделей від виду напруженого стану і відсутність експериментальних методик встановлення 
характеру цих співвідношень. 

Висновки. Аналіз описаних реологічних моделей дозволяє зробити висновок, що для описання 
контактної взаємодії середовища з внутрішнім тертям і інженерних конструкцій найбільш раціональними 
можна вважати моделі теорії пластичності, але з особливими, характерними для цих матеріалів, законами 
деформування, які відображають вплив внутрішнього тертя і прояв дилатансії. Ці закони встановлюються 
експериментально. 

Для розробки таких моделей і впровадження їх в інженерну практику необхідно розробити 
спеціальні методики лабораторних випробувань макрозразків матеріалу при різних схемах навантаження, в 
першу чергу, в умовах плоскої деформації і створити лабораторне обладнання для їх реалізації. 
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