
 Technical sciences ISSN 2307-5732 
 

Herald of Khmelnytskyi national university, Issue 6, Part 2, 2022 (315) 60 

DOI 10.31891/2307-5732-2022-315-6(2)-60-64 

УДК 519.6: 539.386  

Сергій ГОМЕНЮК  
Запорізький національний університет 

https://orcid.org/0000-0001-7340-5947 

e-mail: gserega71@gmail.com 

Владислав КОЗУБ  
Луганський національний університет імені Тараса Шевченка 

https://orcid.org/0000-0003-2710-7206 

e-mail: v.y.kozub@gmail.com 

 

ОСОБЛИВОСТІ ВИКОРИСТАННЯ ПАРАЛЕЛЬНИХ ОБЧИСЛЕНЬ  

В ПАКЕТІ ПРИКЛАДНИХ ПРОГРАМ «МІРЕЛА+» 
 
У статті досліджуються підходи до оптимізації розрахунків конструкцій, що потребують всебічного 

аналізу процесів деформування під дією експлуатаційних навантажень. Для розв’язання таких задач зазвичай 
використовується метод скінченних елементів. Моделювання конструкцій з урахуванням концентраторів 
напружень потребує використання розрахункових сіток великих розмірів. В реальних умовах експлуатації 
більшість елементів конструкцій знаходяться під дією механічних і теплових навантажень. Пакет прикладних 
програм «МІРЕЛА+» призначений для розв’язування задач термопружності конструкцій із слабкостисливих 
еластомерів та композитів з еластомерною матрицею. Одним з етапів розв’язування задач термопружності є 
формування матриць жорсткості з урахуванням слабкої стисливості та теплопровідності скінченних 
елементів. При формуванні матриць жорсткості та теплопровідності виникає необхідність проводити 
інтегрування по області скінченного елементу. Для елементів одного типу використовуються обчислення за 
однаковою процедурою і кількість таких обчислень зумовлює час розв’язування задачі. У традиційному підході ці 
обчислення виконуються послідовно. У випадку великих розмірів сіток кількість та час розрахунків збільшуються, 
що потребує оптимізації обчислень з використанням алгоритмів паралельних обчислень. За допомогою бібліотеки 
OpenMP побудовано паралельний алгоритм формування матриці розв’язувальних рівнянь. До паралельної області 
алгоритму включені обчислення доданків згідно квадратурної схеми. Заповнення матриці жорсткості скінченного 
елемента відбувається в послідовній області. Час виконання паралельних обрахунків визначається 
найповільнішою підзадачею. Використання моментної схеми скінченних елементів переміщення і деформації 
апроксимуються однаковими поліномами, що спрощує обчислення інтегралів. Розроблено алгоритми 
паралельного програмування для побудови розв’язувальних рівнянь пакету програм «МІРЕЛА+». Отримано 
розв’язки для розрахункових сіток різних розмірів. Досліджено вплив паралелізації на час розрахунку. 

Ключові слова: скінченний елемент, паралельні обчислення, OpenMP, матриця жорсткості, матриця 
теплопровідності. 
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FEATURES OF THE USE OF PARALLEL CALCULATIONS IN THE PACKAGE  

OF APPLICATION PROGRAMS «MIRELA+» 
 

The article examines approaches to the optimization of structural calculations, which require a comprehensive analysis of 
deformation processes under the action of operational loads. The finite element method is usually used to solve such problems. Modeling of 
structures taking into account stress concentrators requires the use of large-sized calculation grids. In real operating conditions, most 
structural elements are under the influence of mechanical and thermal loads. The package of application programs «MIRELA+» is intended 
for solving problems of thermoelasticity of structures made of weakly compressible elastomers and composites with an elastomeric matrix. 
One of the stages of solving problems of thermoelasticity is the formation of stiffness matrices taking into account weak compressibility and 
thermal conductivity of finite elements. When forming the stiffness and thermal conductivity matrices, it is necessary to perform integration 
over the area of the finite element. For elements of the same type, calculations are used according to the same procedure, and the number of 
such calculations determines the time to solve the problem. In the traditional approach, these calculations are performed sequentially. In the 
case of large grid sizes, the number and time of calculations increase, which requires optimization of calculations using parallel calculation 
algorithms. Using the OpenMP library, a parallel algorithm for forming the matrix of solving equations was built. The calculation of terms 
according to the quadrature scheme is included in the parallel area of the algorithm. Filling of the stiffness matrix of the finite element takes 
place in the sequential region. The execution time of parallel calculations is determined by the slowest subtask. Using the moment scheme of 
finite elements, displacement and deformation are approximated by the same polynomials, which simplifies the calculation of integrals. 
Parallel programming algorithms for constructing solving equations of the "MIRELA+" program package have been developed. Solutions for 
calculation grids of different sizes have been obtained. The effect of parallelization on the calculation time was studied. 

Keywords: finite element, parallel computing, OpenMP, stiffness matrix, thermal conductivity matrix. 

 

Постановка проблеми у загальному вигляді та її зв’язок 

із важливими науковими чи практичними завданнями 

Проєктування сучасних конструкцій в будівництві, машинобудуванні, авіакосмічній галузі 

потребують надійних методів розрахунку. Найбільш поширеним методом є метод скінченних елементів, 

який дозволяє моделювати конструкції складної форми. Для побудови розрахункових моделей конструкцій з 

отворами, розрізами та іншими концентраторами напружень зазвичай використовуються великорозмірні 

сітки скінченних елементів, що веде до виконання дуже великого обсягу обчислень. За традиційною схемою 
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побудова розрахункових рівнянь проводиться послідовно і, в такому випадку, на кожному етапі 

виконуються процедури за однаковою схемою. Використання обчислювальних станцій з декількома 

процесорами, процесорів з декількома ядрами або комп’ютерних мереж дозволяє виконувати однотипні 

обчислення паралельно. Тому актуальною задачею є розробка паралельних алгоритмів для методу 

скінченних елементів. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 

Для методу скінченних елементів можна виділити три етапі розв’язування задачі: формування 

вхідних даних з нанесенням розрахункової сітки; формування матриць системи рівнянь і розв’язування 

системи рівнянь; процедура виведення результатів. У випадку лінійної задачі процес формування матриць 

розв’язувальних рівнянь та рішення системи алгебраїчних рівнянь складає основні затрати часу. 

Прискорення виконання цих етапів дозволить зменшити затрати машинного часу. Більшість існуючих 

пакетів прикладних програм методу скінченних елементів створені за послідовною схемою. Паралелізація 

обчислювальних процесів для вже існуючої архітектури коду являється нетривіальною задачею [1]. 

Одним з напрямів оптимізації обчислювальних процесів являється використання гібридних 

алгоритмів паралелізації процедур розв’язування систем рівнянь з урахуванням симетричності та 

розрідженості матриць [2]. Використання ітераційних методів розв’язування систем рівнянь також допускає 

можливість використання паралельних обчислень [3]. 

Ефективність методу можна також підвищити використовуючи гібридні паралельні схеми методу 

скінченних елементів з використанням підходів зі спільною та роздільною пам’яттю декількох комп’ютерів 

[4, 5]. Використання декомпозиції розрахункової області також допускає можливість розділення на окремі 

задачі, розв’язання яких можна розділити на незалежні потоки [6, 7]. Однак в цьому випадку необхідно 

забезпечити передумовленість розбиття на підобласті. 

Для прискорення процедур використовуються підходи розпаралелювання обчислень між 

процесором та графічним прискорювачем [8, 9]. Використання апроксимаційних поліномів спеціального 

виду дозволяє дещо спростити розв’язувальні співвідношення і разом з тим спростити паралелізацію 

обчислень [10].  

Виділення невирішених раніше частин загальної проблеми, котрим присвячується стаття. 

Незважаючи на достатньо велику кількість досліджень у напряму паралелізації скінченно-

елементних обчислень можна відмітити, що майже відсутні роботи присвячені процедурі формування 

матриць розрахункових систем рівнянь. Розробка та використання паралельних алгоритмів при формуванні 

розв’язувальних рівнянь методу скінченних елементів потребують подальших досліджень. 

Формулювання цілей статті 

Метою статті є розробка методики паралельних обчислень розрахункових матриць скінченних 

елементів для задач термомеханіки твердих тіл на основі пакету прикладних програм «МІРЕЛА+». 

Виклад основного матеріалу. Пакет прикладних програм «МІРЕЛА+» використовується для 

розв’язання задач механіки еластомерів, які проявляють гіперпружні властивості [12]. В умовах циклічних 

навантажень еластомерним конструкціям притаманні термов’язкопружні властивості [13]. Процеси 

деформування таких конструкцій супроводжуються тепловими ефектами. Тому при побудові математичної 

моделі таких тіл використовуються співвідношення теорії пружності і рівняння теплопровідності. 

Для підвищення точності розв’язків, усунення ефекту «хибного» зсуву, врахування слабкої 

стисливості матеріалу використовується моментна схема скінченних елементів [13,14]. Апроксимація 

переміщень, деформацій та функції змінення об’єму здійснюється за допомогою степеневих функцій 

( ) ( )( )
31 2 / ! ! !pqr p q rx x x p q r = , для яких виконується співвідношення ( ) ( ) ( )pqr p q r     

 
+ + − − −

 = : 

 
T

k ku =ω ψ ,   T
ij ij = e ψ ,    = ξψ , (1) 

 

де між компонентами розкладання переміщень, деформацій і функції змінення об’єму встановлюється 

достатньо простий зв’язок [13] у вигляді матриць відповідності A. Варіація енергії пружної деформації має 

вигляд: 

 
T T ijkl T T

ij kl klW 
  = +u A E A u u A E A u , (2) 

( ) 2ijkl ik jl T
ij kl

V

g g gdv= E ψ ψ , (3) 

( ) ( )
ij T

V

g gdv
 = E ψ ψ , (4) 

 

де u – вектор вузлових переміщень; ,  – коефіцієнти Ляме; g – метричний тензор. 

Аналогічно температура тіла представляється у вигляді розкладення за степеневими функціями: 

 
TT = γ ψ . (5) 
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З варіаційного рівняння теплопровідності визначається матриця теплопровідності: 

, ,
T T

i ij j
V

gdv= H Bψ ψ B , (6) 

 

де B – матриця перетворення розкладення температури по об’єму тіла за вузловими значеннями.  

Процедура побудови матриць (3), (4), (6) пов’язана з чисельним інтегруванням по області 

скінченного елементу за квадратурою Гауса-Лежандра. Для обчислення компонентів матриці 

теплопровідності необхідно виконати наступні кроки: 

- обчислення компонентів тензора переходу від глобальної системи координат до локальної; 

- обчислення якобіана перетворень; 

- обчислення похідних степеневих функцій у вузлах інтегрування; 

- обчислення суми доданків за квадратурною схемою. 

Для прискорення обчислень три перших пункти можна виконати паралельно. Останній пункт 

необхідно виконувати в послідовній області. 

За аналогічною схемою розпаралелюються обчислення для матриці жорсткості та матриці змінення 

об’єму.  

Оскільки при побудові матриць спільно використовуються масиви даних, то для паралельного 

обчислення використано бібліотеку OpenMP. Вона доступна для широкого спектру архітектури процесорів, 

підтримує мультиплатформне програмування спільної пам’яті на мовах програмування C, C++ і Fortran. 

Бібліотека OpenMP складається з набору директив компілятора, підпрограм бібліотеки та змінних 

середовища, які впливають на поведінку під час виконання. 

Програмування в OpenMP полягає у використанні так званих паралельних конструкцій (директив 

компілятора), які вставляються у вихідний код, інструктуючи компілятор генерувати певний код. OpenMP 

визначає різні конструкції, що дозволяють розпаралелювати послідовний код і синхронізувати окремі 

потоки. 

Запропоновані підходи до застосування паралельних обчислень використано при розв’язуванні 

задачі термопружності композитного параболічного обтічника під дією стаціонарного нерівномірного 

теплового потоку. 

Досліджено залежність часу формування матриць системи рівнянь від кількості розрахункових 

вузлів. 

 

 
Рис. 2. Час розв’язку для різної кількості вузлів: 1 – традиційна схема; 

  2 – схема з паралельними обчисленнями. 
 

Для розрахунку використано обчислювальний комплекс «МІРЕЛА+» із застосуванням паралельних 

обчислень матриць скінченного елементу. Тестування виконувалось на пристрої з Intel i7-9750H (6 ядер та 

12 потоків) та 16 ГБ RAM. 

Висновки з даного дослідження і перспективи подальших розвідок у даному напрямі 

Розроблена методика формування матриць жорсткості та теплопровідності на основі використання 

паралельних обчислень інтегральних квадратурних складників дозволяє оптимізувати обчислення і більш 

ефективно використовувати можливості процесора, прискорити процес розв’язування задач механіки 

конструкцій. Використання паралельних обчислень в пакеті прикладних програм «МІРЕЛА+» дозволяє 

скоротити час рішення на 6-7% в залежності від розмірів розрахункової сітки. При збільшенні розрахункової 

сітки відносне скорочення часу розв’язання збільшується. Паралельні алгоритми зі спільною пам’яттю 

мають перспективу подальшого впровадження в методі суперелементів. 
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